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Re´sume´.
Le texte de cette confe´rence est une compilation d’un ensemble de travaux re´alise´s au sein du LPMTM a`
Villetaneuse par l’e´quipe de recherche Endommagement et rupture des mate´riaux et des structures dont
en particulier g. francfort, f. bilteryst et b. bourdin. Ils ont e´te´ publie´s pour la plupart sous une
forme un peu diffe´rente et ge´ne´ralement un peu plus synthe´tique. Ils sont le fruit d’une lente maturation
d’une approche esquisse´e dans le papier [21] dans laquelle toute l’e´volution de l’endommagement ou
de la fissuration est re´gie par un principe de moindre e´nergie. Cette simple mais stricte application
d’un principe par ailleurs largement cautionne´ par les physiciens suffit a` pallier de graves lacunes
des the´ories ante´rieures tout en permettant, a` partir d’une seule et meˆme formulation, d’expliquer
ou de rendre compte de phe´nome`nes exigeant jusqu’ici des mode´lisations comple`tement de´connecte´es.
E´videmment, dans sa forme originelle, cette nouvelle approche pre´sente elle aussi des de´fauts qu’il
s’agira de gommer dans les futures versions. Mais il nous semble que la piste est inte´ressante a` suivre.
1. Cours IPSI :Comportements non line´aires des mate´riaux. Paris, 30 mars 2000
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Chapitre 1
E´tude d’une classe de mode`les
d’endommagement
Re´sume´.
Ce chapitre est consacre´ a` l’examen de mode`les d’endommagement “re´gularise´s”, i.e. ceux dont
l’e´nergie contient des termes avec gradient d’endommagement ponde´re´s par un parame`tre qualifie´
de longueur caracte´ristique. En partant d’une formulation du proble`me d’e´volution base´e sur un prin-
cipe de minimisation d’e´nergie — principe dont on discutera le bien-fonde´ — le travail porte sur l’e´tude
des proprie´te´s mathe´matiques du proble`me ainsi formule´.
1
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1.1 Objectifs de l’e´tude
Ce chapitre est consacre´ a` l’examen de mode`les d’endommagement “re´gularise´s”, i.e. ceux dont
l’e´nergie contient des termes avec gradient d’endommagement ponde´re´s par un parame`tre qualifie´ de
longueur caracte´ristique. En partant d’une formulation du proble`me d’e´volution base´e sur un principe
de minimisation d’e´nergie — principe dont on discutera le bien-fonde´ — le travail porte sur l’e´tude
des proprie´te´s mathe´matiques du proble`me ainsi formule´. Plus pre´cise´ment, on se propose :
1. A longueur caracte´ristique fixe´, d’e´tablir de re´sultats d’existence et d’unicite´ de la solution dans
un espace fonctionnel approprie´.
2. Lorsque la longueur caracte´ristique est conside´re´e comme un petit parame`tre, d’e´tablir de
re´sultats de convergence du mode`le d’endommagement non local vers un mode`le de rupture.
La re´ponse au deuxie`me point se trouve pour l’essentiel dans la the`se de Blaise Bourdin, cf. [11]
et ne sera donc pas de´veloppe´e ici. En particulier, le lecteur pourra y trouver des de´monstrations
mathe´matiques pre´cises, mais trop longues pour eˆtre reproduites ici. Nous nous concentrerons donc
uniquement sur le premier point tout en discutant longuement du bien-fonde´ et de l’efficacite´ de
l’approche e´nerge´tique. Pour bien mettre en e´vidence les avantages, mais aussi les faiblesses re´siduelles
des mode`les re´gularise´s, nous commenc¸ons par rappeler (voire parfois a` e´tablir de fac¸on pre´cise) les
principales proprie´te´s associe´es aux mode`les non re´gularise´s.
Le plan du chapitre sera donc le suivant :
1. Dans la section 2, on commence par rappeler les principales proprie´te´s des mode`les d’endom-
magement fragiles non re´gularise´s et en particulier ce qui motive l’introduction d’une longueur
caracte´ristique dans les mode`les. Ceci permet d’introduire de fac¸on incontestable les princi-
paux concepts qui serviront aussi pour l’analyse des mode`les re´gularise´s. L’accent est tout par-
ticulie`rement mis sur la notion de stabilite´ des e´tats, proprie´te´ qui s’ave`re de´cisive quant a`
l’e´valuation de la pertinence d’un mode`le.
2. Dans la section 3, on pre´sente le mode`le (il s’agit plus pre´cise´ment d’une famille de mode`les)
d’endommagement re´gularise´ e´tudie´ en partant d’une formulation de la loi d’e´volution en terme
d’extrema d’e´nergie. Puis on compare les re´sultats d’existence, d’unicite´ et de stabilite´ des so-
lutions obtenus sur ces mode`les (soit dans un cadre ge´ne´ral, soit a` travers quelques exemples)
avec ceux e´tablis pre´ce´demment pour les mode`les non re´gularise´s.
1.2 Les mode`les d’endommagement fragiles standards, non re´gula-
rise´s
1.2.1 Leur construction
Les principaux choix
Rappelons que la construction d’un mode`le d’endommagement passe par le choix :
1. d’un parame`tre d’endommagement,
2. de la de´pendance de la relation contrainte-de´formation vis-a`-vis de ce parame`tre,
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3. de la loi d’e´volution du parame`tre.
L’objectif de l’e´tude n’e´tant pas de de´velopper un mode`le pre´cis, applicable a` un mate´riau pre´cis, mais
plutoˆt de faire une e´tude qualitative d’un mode`le repre´sentatif de cette famille de mode`les d’endom-
magement fragiles standards, nous prenons le parti de faire les choix les plus simples tout en de´gageant
les proprie´te´s ge´ne´riques. Ainsi nous supposons que
1. l’endommagement peut eˆtre parame´tre´ par un scalaire α croissant ;
2. a` endommagement fixe, le mate´riau a un comportement e´lastique line´aire, mais sa rigidite´ de´pend
de son degre´ d’endommagement. Autrement dit le mate´riau a une e´lasticite´ variable caracte´rise´e
par la relation α 7→ A(α) entre le tenseur de rigidite´ 1 et le parame`tre d’endommagement,
fonction (e´videmment) positive et de´croissante ;
3. la loi d’e´volution de l’endommagement est re´gie par une loi a` seuil standard base´e sur la notion
de taux de restitution d’e´nergie critique (cf [Marigo, 1989] pour une justification de ce type de
loi a` partir du postulat de Dru¨cker-Ilyushin). Autrement dit, la loi d’e´volution s’e´crit
−1
2
A′(α)ε · ε ≤ k, α. =
{
0 si −12A′(α)ε · ε < k
≥ 0 si −12A′(α)ε · ε = k
, (1.1)
ou` k, scalaire positif de´pendant a priori de α, caracte´rise, pour un e´tat d’endommagement donne´,
la taille du domaine d’e´lasticite´ dans l’espace des de´formations, alors que A′ de´signe la de´rive´e
de la fonction α 7→ A(α).
Remarque 1. Moyennant un changement du parame`tre d’endommagement , on peut supposer que la
fonction k est en fait une constante. En effet, en posant β =
∫ α
α0
k(a)/k(α0) da le crite`re d’endomma-
gement s’e´crit
−1
2
dA
dβ
(β)ε · ε ≤ k(α0).
On peut aussi remarquer que ce changement de parame´trage est unique a` une translation et une
homothe´tie pre`s, i.e. seuls les parame`tres de la forme aβ + b, avec a > 0 et b re´el, conviennent.
De ce fait, la construction d’un mode`le d’endommagement fragile standard se re´sume en le choix
– des deux fonctions α 7→ A(α) et α 7→ k(α), si l’on n’a pris aucune pre´caution.
– de la fonction α 7→ A(α) et de la constante k, si l’on a fait le bon choix du parame`tre α ;
Nous supposerons de´sormais que le parame`tre d’endommagement a e´te´ convenablement choisi de
fac¸on a` ce qu’il soit sans dimension physique, croissant depuis 0 et que k soit une constante ayant la
dimension d’une pression correspondant a` la contrainte de premier endommagement dans un essai de
traction simple, ce qui fixe les constantes a et b.
Les proprie´te´s d’e´crouissage
Comme on le verra dans la sous-section 1.2.3, les phe´nome`nes d’instabilite´ et de localisation sont
intimement lie´s aux proprie´te´s d’e´crouissage des mode`les, i.e. au fait que le domaine d’e´lasticite´ dans
1. Toutes les notions qui suivent sont valables en dimension n, 1 ≤ n ≤ 3. Certaines expressions se simplifient
e´videmment en dimension 1.
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l’espace des contraintes croˆıt ou non avec l’endommagement. Une fois le mode`le normalise´, ces pro-
prie´te´s d’e´crouissage sont elles-meˆmes lie´es a` des proprie´te´s de convexite´ de la fonction d’e´lasticite´
α 7→ A(α). En effet, notons E(α) et E∗(α) les domaines d’e´lasticite´ dans l’espace respectivement des
de´formations et des contraintes. Ils s’e´crivent
E(α) =
{
ε | − 1
2
A′(α)ε · ε ≤ k
}
, E∗(α) =
{
σ | 1
2
(A−1)′(α)σ · σ ≤ k
}
(1.2)
ou` A−1(α) de´signe le tenseur de souplesse du mate´riau dans un e´tat d’endommagement α. Il est alors
facile de voir que E(α) croˆıt avec α — on parlera d’e´crouissage en de´formation — si et seulement si la
rigidite´ est une fonction convexe (positive et de´croissante) de l’endommagement , alors que E∗(α) croˆıt
avec α — on parlera d’e´crouissage en contrainte — si et seulement si la souplesse est une fonction
concave (positive et croissante) de l’endommagement. Il est e´galement facile de voir que ces deux
proprie´te´s ne sont pas e´quivalentes, mais que la deuxie`me (concavite´ de A−1) implique la premie`re
(convexite´ de A) du fait de la positivite´ de A.
Un exemple
Un cas particulie`rement simple est celui d’un mate´riau initialement e´lastique et isotrope qui s’en-
dommage tout en restant isotrope et en conservant le meˆme coefficient de Poisson. La de´pendance de
la rigidite´ par rapport au parame`tre d’endommagement prend alors la forme :
A(α) = a(α)A0, A0ijkl = λ0δijδkl + µ0(δikδjl + δilδjk), (1.3)
le module d’Young E(α) et le coefficient de Poisson ν(α) du mate´riau endommage´ e´tant donc relie´s a`
leur homologue du mate´riau sain par
E(α) = a(α)E0, ν(α) = ν0. (1.4)
1.2.2 Leurs proprie´te´s e´nerge´tiques
Les diffe´rentes e´nergies et leur utilite´
Du fait du caracte`re standard de l’e´volution, ce type de mode`le se preˆte bien a` un traitement en
termes d’e´nergies. Ainsi, il s’ave`re que le travail de de´formation est une fonction d’e´tat, i.e. le travail
fourni pour faire passer le mate´riau de l’e´tat naturel sain( ε = 0, α = 0) a` un e´tat de de´formation-en-
dommagement (ε, α) est inde´pendant du trajet de de´formation suivi. En effet, soit t 7→ ǫ(t) un trajet
de de´formation allant de ǫ(0) = 0 a` ǫ(1) = ε. Le mate´riau e´tant initialement sain, α(0) = 0, le travail
de de´formation W est donne´ par
W =
∫ 1
0
σ(t) · ǫ.(t)dt =
∫ 1
0
A(α(t))ǫ(t) · ǫ.(t)dt. (1.5)
Mais comme, en vertu de (1.1), on a a` chaque instant(
1
2
A′(α(t))ǫ(t) · ǫ(t) + k
)
α
.
(t) = 0, (1.6)
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en reportant dans (1.5) on fait apparaˆıtre une de´rive´e exacte. Compte tenu des valeurs de l’e´tat aux
extre´mite´s du trajet, il vient finalement
W =
1
2
A(α)ε · ε+ kα, (1.7)
expression dans laquelle il est facile de distinguer les notions d’e´nergie e´lastique, d’e´nergie dissipe´e et
de travail de de´formation :
Energie e´lastique volumique : ψ(ε, α) = 1
2
A(α)ε · ε (1.8)
Energie dissipe´e volumique : w(α) = kα (1.9)
Energie de de´formation volumique : W (ε, α) = ψ(ε, α) + w(α) (1.10)
Ce faisant la relation contrainte-de´formation et la loi d’e´volution peuvent s’e´crire :
σ =
∂W
∂ε
(ε, α) (1.11)
α
. ≥ 0 , ∂W
∂α
(ε, α)(β − α.) ≥ 0 ∀β ≥ 0, (1.12)
remarque qui s’ave`re de´cisive pour la formulation variationnelle du proble`me d’e´volution et les pro-
prie´te´s e´nerge´tiques des solutions. Mais l’utilite´ de la fonction d’e´tat e´nergie de de´formation W ne
s’arreˆte pas la`. Il s’ave`re que les proprie´te´s d’e´crouissage du mate´riau sont directement lie´es aux pro-
prie´te´s de convexite´ de cette fonction. Le re´sultat est suffisamment important pour qu’on en fasse une
proposition.
Proposition 1 (Convexite´ et e´crouissage).
1. La condition d’e´crouissage en de´formation est e´quivalente a` la convexite´ de l’e´nergie de de´formation
par rapport a` α a` ε fixe´ ;
2. La condition d’e´crouissage en contrainte 2 est e´quivalente a` la convexite´ de l’e´nergie de de´formation
par rapport au couple (ε, α).
Preuve. La premie`re partie de la proposition est e´vidente. Pour alle´ger la pre´sentation, on se conten-
tera de de´montrer la deuxie`me dans le cas de l’exemple de mode`le ci-dessus ou` A(α) = a(α)A0. On a
vu qu’il y avait durcissement si et seulement si 1/a e´tait concave, condition qui s’e´crit aussi (compte
tenu de la positivite´ de a)
2a′(α)2 ≤ a(α)a′′(α) ∀α. (1.13)
La convexite´ de W est e´quivalente a` la positivite´ de sa de´rive´e seconde, i.e. a` l’ine´galite´
a′′(α)A0ε · ε β2 + 4a′(α)A0ε · e β + 2a(α)A0e · e ≥ 0, ∀ε,∀α,∀e,∀β, (1.14)
qui est possible pour tout β si et seulement si
2a′(α)2(A0ε · e)2 ≤ a(α)a′′(α) A0ε · ε A0e · e ∀α,∀ε,∀e. (1.15)
2. On parle aussi de durcissement s’il y a e´crouissage en contrainte et d’adoucissement sinon.
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Mais sachant que (A0ε · e)2 ≤ A0ε · ε A0e · e ∀ε,∀e (ine´galite´ de Cauchy-Schwarz) et que l’e´galite´ a
lieu quand ε = e, il est facile de voir que (1.13) est e´quivalente a` (1.15).
Il faut d’autre part noter que, comme A(α) > 0, W est une fonction convexe de ε a` α fixe´.
Par conse´quent la diffe´rence entre e´crouissage en de´formation et e´crouissage en contrainte tient a` la
convexite´ de W par rapport au couple de variables d’e´tat dans le deuxie`me cas alors qu’elle n’est
convexe que par rapport a` chaque variable se´pare´ment dans le premier. Cette premie`re condition est
e´videmment moins forte que la deuxie`me qui, elle, s’ave`re essentielle dans l’e´tablissement de re´sultats
d’existence, d’unicite´ et de stabilite´ des solutions du proble`me d’e´volution comme le montrent les
paragraphes qui suivent.
Le proble`me d’e´volution
Si l’on conside`re maintenant une structure dont la configuration de re´fe´rence naturelle est l’ouvert
Ω de Rn, qui est constitue´e du mate´riau endommageable pre´ce´dent et qui est soumise a` un chargement
(de´pendant d’un parame`tre t > 0), le proble`me quasistatique d’e´volution consiste a` chercher, a` chaque
“instant” t, les champs des de´placements ut, d’endommagement αt et des contraintes σt ve´rifiant les
e´quations d’e´quilibre, les conditions aux limites, les conditions initiales et la loi d’e´volution de l’en-
dommagement. Autrement dit, en e´crivant les e´quations d’e´quilibre sous forme variationnelle et en
tenant compte de (1.12), ut et αt ont a` ve´rifier :
ut ∈ Ct, αt ∈ D, (1.16)∫
Ω
∂W
∂ε
(ε(ut), αt) · ε(v − u.t) dx = ft(v − u.t) ∀v ∈ C
.
t (1.17)∫
Ω
∂W
∂α
(ε(ut), αt)(β − α.t) dx ≥ 0 ∀β ∈ D
.
t (1.18)
ou` Ct 3 et C
.
t de´signent respectivement les ensembles de de´placements ou de vitesses cine´matiquement
admissibles a` l’instant t, Dt et D
.
t
4 de´signent respectivement les ensembles de champs d’endommage-
ment ou de vitesses d’endommagement admissibles a` l’instant t — ces dernie`res sont ne´cessairement
non ne´gatives pour traduire le caracte`re irre´versible de l’endommagement —, alors que ft repre´sente
la forme line´aire (donnant la puissance des efforts exte´rieurs) associe´e aux forces impose´es a` l’instant
t.
On voit imme´diatement que ce proble`me d’e´volution fait intervenir la fonctionnelle e´nergie poten-
tielle, diffe´rence entre l’e´nergie de de´formation et le potentiel des efforts exte´rieurs. Posons donc
Pt(v, β) =
∫
Ω
W (ε(v)(x), β(x)) dx− ft(v), (v, β) ∈ Ct×Dt. (1.19)
Alors (1.17)–(1.18) sont e´quivalentes a`
DPt(ut, αt)(v − u.t, β − α.t) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C
.
t×D
.
t, (1.20)
ou` DJ(f)(φ) de´signe la de´rive´e de J en f dans la direction φ.
3. Dans toute la suite Ct est suppose´e eˆtre un espace affine, son espace vectoriel associe´ sera note´ C0t .
4. Souvent Dt est en fait inde´pendant de t, mais D
.
t, lui, peut en de´pendre. Par exemple si α doit prendre ses
valeurs entre 0 et 1, bornes incluses, la vitesse d’endommagement sera ne´cessairement nulle aux point x ou`, a` l’instant
t, α(x, t) = 1.
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Le proble`me incre´mental
L’e´tablissement de re´sultats pre´cis d’existence, d’unicite´ et de re´gularite´ des solutions au proble`me
d’e´volution pose des difficulte´s d’ordre technique. Il est par contre plus facile d’en e´tablir sur le
proble`me incre´mental, i.e. celui obtenu apre`s discre´tisation en temps. En pratique c’est toujours ce
dernier que l’on re´sout nume´riquement.
Pour le construire, il suffit de remplacer la variable de temps “continu” t par une suite (discre`te) de
temps — on parlera alors d’e´tape ou de pas de temps i, i ∈ N —, et les vitesses par des accroissements.
Le proble`me incre´mental consiste alors a` trouver, pour i ∈ N∗, les champs ui et αi ve´rifiant{
(ui, αi) ∈ Ci×Di
DPi(ui, αi)(v − ui, β − αi) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ Ci×Di (1.21)
ou` Ci et Di de´signent respectivement l’ensemble des champs de de´placements et des endommagements
admissibles a` l’e´tape i, ce dernier tenant compte maintenant de la condition d’irre´versibilite´, i.e.
β(x) ≥ αi−1(x), ∀x ∈ Ω. (1.22)
De ce fait les proble`mes aux diffe´rentes e´tapes sont couple´s, la solution a` une e´tape de´pend de la
solution a` l’e´tape pre´ce´dente. Leur re´solution se fait donc par induction a` partir de la donne´e α0 du
champ d’endommagement initial.
La notion d’e´tat stable
Lorsqu’il n’y a pas unicite´ de la configuration d’e´quilibre d’un syste`me sous une sollicitation donne´e,
l’e´tude de leur stabilite´ fournit un crite`re de se´lection. En toute rigueur, la stabilite´ est une notion
dynamique. En particulier un e´tat d’e´quilibre sous une sollicitation donne´e est stable si, une fois
e´carte´ “un peu” de cet e´tat d’e´quilibre, le syste`me, soumis encore a` la seule sollicitation donne´e, ne
s’e´cartera jamais “beaucoup”, durant son e´volution, de cet e´tat d’e´quilibre. On voit donc que l’e´tude
de la stabilite´ passe par
1. la connaissance de la dynamique du syste`me ;
2. le choix d’une distance entre les e´tats.
Si ce deuxie`me point — qui ne pose proble`me que pour des syste`mes dont l’espace des e´tats est de di-
mension infinie (car en dimension finie toutes les normes sont e´quivalentes) —, peut eˆtre ge´ne´ralement
re´gle´ par des conside´rations physiques, le premier par contre se re´ve`le eˆtre souvent un obstacle insur-
montable. On pre´fe`re alors remplacer la notion dynamique de stabilite´ par une notion plus heuristique.
C’est en particulier le cas pour les syste`mes “conservatifs” (tels les solides e´lastiques soumis a` des
charges mortes) dans lesquels les “forces motrices” de´rivent d’un potentiel. On conside`re pour eux que
les e´tats stables sont les minima locaux du potentiel. On s’appuie pour cela sur l’e´quivalence rigou-
reusement e´tablie entre ces deux notions de stabilite´ pour des syste`mes a` nombre fini de parame`tres
d’e´tat. En effet la dynamique de tels syste`mes est re´gie par un syste`me d’e´quations diffe´rentielles
autonomes du type
x
..
(t) = −DP(x(t)), t > 0, x(0) = x0, x.(0) = v0 (1.23)
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l’e´tat x du syste`me e´tant un vecteur de RN . On peut alors e´tablir les conditions de stabilite´ dynamique
suivantes pour un e´tat x, cf [7], [31] :
Condition ne´cessaire de stabilite´ : DP(x) = 0, D2P(x) ≥ 0; (1.24)
Condition suffisante de stabilite´ : DP(x) = 0, D2P(x) > 0, (1.25)
qui permet de se limiter a` l’e´tude du potentiel P au voisinage des positions d’e´quilibre. On aboutit
ainsi au fameux crite`re de la de´rive´e seconde de l’e´nergie. Par extension on adopte a priori ces meˆmes
conditions pour des syste`mes conservatifs a` nombre infini de degre´s de liberte´, cf [39], [31], voire pour
des syste`mes non conservatifs, cf [43]. C’est ce que l’on se propose de faire ici pour les structures
fragiles a` loi d’endommagement standard qui, bien que non conservatives, ont une e´nergie fonction
d’e´tat. Toutefois le caracte`re irre´versible de l’endommagement oblige a` modifier le´ge`rement la de´finition
heuristique d’e´tat stable.
De´finition 1 (Stabilite´ au sens de l’e´nergie). Un e´tat admissible de de´placement-endommagement
d’une structure fragile soumise a` un chargement donne´ est dit stable si et seulement s’il existe un
voisinage d’e´tats admissibles dans lequel tout autre e´tat accessible a une e´nergie potentielle supe´rieure.
La diffe´rence avec un syste`me conservatif tient a` la notion de minimum local par rapport aux seuls
e´tats accessibles. La motivation est la suivante : on conside`re que meˆme s’il existe au voisinage d’un
e´tat des e´tats d’e´nergie moindre mais dont l’endommagement est moindre, comme l’endommagement
ne peut qu’augmenter, la structure ne pourra pas s’y diriger et ils n’interviendront donc pas dans le
processus dynamique. On remarquera en outre le caracte`re strict du minimum local exige´. Ce faisant si
l’on note Bh(u, α) la boule (pour une norme a` pre´ciser) dans l’ensemble C×D des e´tats admissibles de
la structure sous une sollicitation donne´e, de centre (u, α) et de rayon h, et B+h (u, α) le sous-ensemble
des e´tats accessibles, i.e.{
Bh(u, α) = {(v, β) ∈ C × D : ‖(v − u, β − α)‖ ≤ h}
B+h (u, α) = {(v, β) ∈ Bh(u, α) : β ≥ α, (v, β) 6= (u, α)},
(1.26)
la notion de stabilite´ d’un e´tat se formalise comme suit :
(u, α) est P − stable dans C × D
m
∃h > 0, ∀(v, β) ∈ B+h (u, α) P(v, β) > P(u, α).
(1.27)
Remarque 2. Il est essentiel de noter que le caracte`re stable d’un e´tat de´pend du type de sollicitation
impose´e. Ainsi un meˆme e´tat pourra eˆtre stable dans des conditions de de´placement impose´ et instable
dans des conditions de force impose´e. Ces conditions de sollicitation apparaissent dans la de´finition
ci-dessus de la stabilite´ d’une part par l’interme´diaire de l’ensemble C des de´placements admissibles
caracte´risant les donne´es cine´matiques et d’autre part par l’interme´diaire de l’e´nergie potentielle dont
l’expression tient compte des efforts exte´rieurs donne´s. Ces propos seront illustre´s dans la prochaine
Sous-section.
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On peut tirer de la de´finition une premie`re condition ne´cessaire de stabilite´. Soient (u, α) un e´tat
stable et (v, β) ∈ B+1 (u, α). En supposant que P est Gateaux-diffe´rentiable en (u, α) dans la direction
(v, β), on a ne´cessairement pour θ positif, assez petit :
0 < P(u+ θ(v − u), α+ θ(β − α)) − P(u, α) (1.28)
= θDP(u, α)(v − u, β − α) + o(θ). (1.29)
En divisant par θ et en passant a` la limite quand θ tend vers 0, on obtient l’ine´galite´
DP(u, α)(v − u, β − α) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ B+1 (u, α). (1.30)
Mais par homoge´ne´ite´ l’ine´galite´ vaut en fait pour (v, β) ∈ B+r (u, α), pour tout r > 0. D’ou` finalement
la
Proposition 2 (Premie`re Condition Ne´cessaire de Stabilite´). Un e´tat (u, α) est P−stable dans C×D
seulement si
DP(u, α)(v − u, β − α) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C × D, β ≥ α (1.31)
En fait, il est facile de voir que (1.31) est satisfaite si et seulement si (u, α) est admissible, ve´rifie
l’e´quilibre et le crite`re d’endommagement, i.e.
1. (u, α) ∈ C × D ;
2.
∫
ΩA(α)ε(u) · ε(v)dx = f(v), ∀v ∈ C0 ;
3. A′(α)ε(u) · ε(u) + 2k ≥ 0 presque partout dans Ω.
Autrement dit les e´tats stables sont a` chercher parmi les e´tats d’e´quilibre ve´rifiant le crite`re. Cette
condition est e´videmment a` rapprocher de (1.21). En oubliant les indices relatifs au pas de temps,
on voit que les deux ine´galite´s co¨ıncident a` condition d’identifier αi−1 a` αi. Mais comme αi−1 ≤ αi,
(1.21) est en fait une condition plus forte que (1.31), qui n’est malheureusement qu’une condition
ne´cessaire de stabilite´, en ge´ne´ral pas suffisante. A ce stade, on peut donc seulement conclure que les
solutions de (1.21) sont des bons candidats a` la stabilite´, mais qu’il leur reste a` remplir des conditions
supple´mentaires pour eˆtre retenus.
1.2.3 Les re´sultats d’existence, d’unicite´ et de stabilite´
Dans cette Sous-section nous nous proposons d’e´tablir quelques re´sultats d’existence et d’unicite´
des solutions au proble`me incre´mental et quelques re´sultats de stabilite´ des e´tats. Nous envisageons
pour cela diffe´rents types de chargement et diffe´rentes proprie´te´s d’e´crouissage.Pour simplifier les
expressions, mais cela n’enle`ve rien au caracte`re ge´ne´rique des re´sultats, nous supposerons que
α ∈ [0,∞), A(α) = 2a(α)I, I tenseur identite´, k = 1, (1.32)
a e´tant une fonction strictement positive, deux fois continuˆment de´rivable, sa de´rive´e premie`re e´tant
strictement ne´gative (assouplissement) et sa de´rive´e seconde strictement positive (e´crouissage en
de´formation). On prend pour norme dans l’espace des e´tats la norme H1 pour les de´placements et la
norme L∞ pour l’endommagement :
‖(u, α)‖ = ‖u‖H1(Ω,Rn) + ‖α‖L∞(Ω). (1.33)
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Cas des structures a` de´placements controˆle´s
Pour illustrer l’importance du type de chargement, on va supposer que l’on est capable de controˆler
les de´placements en tout point de la structure a` chaque instant et donc qu’on peut lui imposer tout
de´placement (re´gulier) u(t), fonction re´gulie`re de t. Dans ce cas l’ensemble des de´placements admis-
sibles C(t) se re´duit au seul de´placement impose´ u(t) 5. Le proble`me d’e´volution se re´duit donc a`
la de´termination de α(t), ce qui se fait a` partir de la loi d’e´volution (1.1) et la condition initiale
α(0) = α0. Compte tenu de la condition adopte´e d’e´crouissage en de´formation, il est facile de voir
que (1.1) posse`de une solution et une seule de`s lors que le champ u(0) est compatible avec α0, i.e.
ε(u(0)) ∈ E(α0), p.p. dans Ω, la re´partition de l’endommagement dans la structure se faisant point
par point, puisque ε(u(t)) est connu localement a` chaque instant.
Du point de vue de la stabilite´, montrons la
Proposition 3. Tout e´tat (u, α) ve´rifiant le crite`re, i.e. tel que a′(α)ε(u) · ε(u) + 1 ≥ 0, p.p. dans Ω,
est P − stable dans C×D.
Preuve. Soit (u, α) un tel e´tat. Les e´tats accessibles sont donc les couples (u, β) avec β ≥ α. Posons
β = α + hϕ avec 0 < h ≤ 1, ϕ ≥ 0, sup essΩϕ = 1. En vertu du the´ore`me de la valeur moyenne, il
existe, pour presque tout x ∈ Ω, θ(x) ∈ [0, 1] tel que
a(β(x)) = a(α(x)) + ha′(α(x))ϕ(x) +
h2
2
a′′(α(x) + θ(x)ϕ(x))ϕ(x)2.
Compte tenu de la positivite´ de a′′, en posant 2c = min{a′′(γ) : 0 ≤ γ ≤ sup essΩα+ 1} > 0, on a
a(β(x)) ≥ a(α(x)) + ha′(α(x))ϕ(x) + ch2ϕ(x)2, p.p. x ∈ Ω.
En reportant cette ine´galite´ dans l’expression de l’e´nergie potentielle (qui se re´duit ici a` l’e´nergie de
de´formation), il vient
P(u, β) − P(u, α) ≥ h
∫
Ω
(
a′(α)ε(u) · ε(u) + 1)ϕ dx+ ch2 ∫
Ω
ϕ2 dx. (1.34)
La premie`re inte´grale du second membre est positive ou nulle puisque (u, α) ve´rifie le crite`re. La
seconde est strictement positive. Donc (u, α) est un minimum de P sur B+1 (u, α), d’ou` le re´sultat.
Ce re´sultat montre bien qu’a` de´placement controˆle´, c’est la proprie´te´ d’e´crouissage en de´formation
qui est essentielle. Malheureusement, en pratique, il n’est pas possible de controˆler les de´placements
en tout point de la structure, mais ce sont les forces volumiques qui sont impose´es 6. On va voir que
dans ce cas c’est la proprie´te´ d’e´crouissage en contraintes qui intervient. Pour le montrer, on distingue
le cas des mate´riaux se durcissant de celui des mate´riaux s’adoucissant.
5. C’est un espace affine dont l’espace vectoriel associe´ est {0}
6. Tre`s souvent l’inge´nieur les ne´gligent, ce qui veut dire qu’elles sont implicitement impose´es . . . a` 0.
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Cas des structures a` forces volumiques impose´es, avec durcissement
Commenc¸ons par le cas ou` le mate´riau est strictement durcissant. On sait qu’alors W est stric-
tement convexe. La structure est soumise a` des forces volumiques donne´es, une partie du bord est
encastre´ de fac¸on a` interdire tout de´placement rigide alors que sa partie comple´mentaire est soumise
a` des forces surfaciques donne´es. A l’instant initial la structure est non endommage´e. En conse´quence
le proble`me incre´mental consiste a` trouver, pour i ∈ N∗, les champs ui et αi ve´rifiant{
(ui, αi) ∈ C×Di
DPi(ui, αi)(v − ui, β − αi) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C×Di (1.35)
l’ensemble des de´placements admissibles C e´tant un espace vectoriel inde´pendant du pas de temps,
Di = {β ∈ L∞(Ω) : β ≥ αi−1 p.p. dans Ω} et l’e´nergie potentielle Pi valant
Pi(v, β) =
∫
Ω
(a(β)ε(v) · ε(v) + β) dx− fi(v). (1.36)
Mais comme Pi est strictement convexe, (1.35) est e´quivalent a`, cf [19],
Trouver (ui, αi) minimisant Pi sur C×Di. (1.37)
De plus la solution si elle existe est unique. Ceci re`gle du meˆme coup la question de stabilite´ puisque la
solution est un minimum global strict. Seule l’existence pourrait poser proble`me. En fait tout de´pend
de la coercivite´ de Pi a` l’infini. Moyennant une hypothe`se un peu plus forte sur l’e´crouissage cette
condition est assure´e. Mais comme ce sont plutoˆt les mate´riaux adoucissants qui nous inte´ressent, nous
ne la de´taillerons pas.
Cas des structures a` forces volumiques impose´es, avec adoucissement
Conside´rons maintenant des structures a` forces volumiques impose´es, constitue´es d’un mate´riau
strictement adoucissant, i.e. tel que
∃c > 0 ∀α ≥ 0 2a′(α)2 − a(α)a′′(α) ≥ c. (1.38)
Il est bien connu que dans ce cas on ne peut eˆtre assure´ ni de l’existence, ni de l’unicite´ des solutions
au proble`me d’e´volution. En effet,
1. Pour la non existence. Il suffit de conside´rer le proble`me d’une barre en traction simple, avec
forces line´iques nulles, pour constater qu’elle ne pourra supporter une traction plus grande que
a(0)/
√|a′(0)|. De fac¸on ge´ne´rale, comme les contraintes ne peuvent sortir du domaine d’e´lasticite´
initial E∗(0), convexe borne´, la structure ne pourra pas supporter n’importe quel chargement et
on retrouve la proble´matique du calcul a` la rupture.
2. Pour la non unicite´. La non unicite´ n’est gue`re plus difficile a` mettre en e´vidence. Il suffit de
reprendre le proble`me pre´ce´dent de traction simple d’une barre mais en imposant cette fois non
plus la force mais le de´placement des extre´mite´s. Il est alors possible de construire une infinite´ de
solutions au proble`me d’e´volution, en jouant sur les zones avec de´charge e´lastique. Tout provient
du fait que l’on ne controˆle pas la de´formation de chaque point de la barre, mais seulement la
de´formation moyenne de la barre. Et comme pour un meˆme niveau de contraintes, plusieurs
valeurs de la de´formation sont possibles, on peut engendrer ainsi une infinite´ de solutions.
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Reste la question de la stabilite´ des solutions. La non unicite´ de solution serait un mal supportable si
le crite`re de stabilite´ permettait d’en rejeter beaucoup et d’en retenir quelqu(es) une(s). Mais il suffit
de se placer en dimension 1 pour de´chanter, car on a la
Proposition 4 (Instabilite´ des e´tats d’e´quilibre en phase d’endommagement ).
Tout e´tat d’e´quilibre tel que le crite`re d’endommagement est atteint sur un ensemble de mesure non
nulle est instable.
Preuve. Il semble que ce re´sultat soit ge´ne´ral 7. Mais nous nous contenterons (tre`s modestement)
d’en donner une de´monstration dans le cadre unidimensionnel. On conside`re donc une barre Ω = (0, 1)
soumise a` des forces line´iques f , dont l’extre´mite´ x = 0 est fixe´e alors que l’extre´mite´ x = 1 est soumise
soit a` une force, soit a` un de´placement. Les deux situations seront tour a` tour conside´re´es.
On conside`re un e´tat d’e´quilibre et ne violant pas le crite`re, i.e. un e´tat (u, α) ve´rifiant la premie`re
condition ne´cessaire de stabilite´ (1.31). On noteD la partie du domaine ou` le crite`re d’endommagement
est atteint, i.e.
D = {x ∈ Ω : a′(α(x))u′(x)2 + 1 = 0} (1.39)
Conside´rons des e´tats de la forme (u+ hv, α + hϕ) avec h > 0, v ∈ C0, ϕ ∈ D et tels que
DP(u, α)(v, ϕ) = 0, (1.40)
ce qui revient a` conside´rer des champs ϕ ≥ 0, nuls la` ou` le crite`re n’est pas atteint, i.e. dans Ω \D.
Pour h voisin de 0, l’e´nergie potentielle admet le de´veloppement suivant (avec des de´rive´es au sens de
Gateaux) :
P(u+ hv, α + hϕ) = P(u, α) + h
2
2
D2P (u, α)(v, ϕ) + o(h2). (1.41)
Par conse´quent, si on arrive a` trouver un couple (v, ϕ) tel que
I ≡ D2P (u, α)(v, ϕ) < 0 (1.42)
on pourra conclure a` l’instabilite´ de (u, α). Commenc¸ons par expliciter I en utilisant les notations
condense´es suivantes :
a0(x) ≡ a(α(x)), a1(x) ≡ a′(α(x)), a2(x) ≡ a′′(α(x)). (1.43)
Il vient
I =
∫
Ω
2a0(x)v
′(x)2 dx+
∫
D
(
4a1(x)u
′(x)v′(x)ϕ(x) − a2(x)
a1(x)
ϕ(x)2
)
dx. (1.44)
Minimisons I par rapport a` v, a` ϕ fixe´. Il faut distinguer pour cela les deux types de chargement.
1. Extre´mite´ x = 1 a` force impose´e. Un calcul e´le´mentaire donne comme v optimal :
v′(x) = −a1(x)
a0(x)
u′(x)ϕ(x), (1.45)
7. Mais a` la connaissance des auteurs, s’il est commune´ment admis voire clame´, on n’en trouve aucune (vraie)
de´monstration dans la litte´rature.
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ce qui en reportant dans I donne :
I = −
∫
D
(
a2(x)
a1(x)
− 2a1(x)
a0(x)
)
ϕ(x)2 dx. (1.46)
Mais du fait de la condition d’adoucissement (1.38) et de la ne´gativite´ de a1, on a I < 0 en
prenant ϕ 6≡ 0, de`s lors que D est de mesure non nulle.
2. Extre´mite´ x = 1 a` de´placement impose´. Dans ce cas le v optimal est donne´ par :
v′(x) = −a1(x)
a0(x)
u′(x)ϕ(x) +
∫
D
a1
a0
u′ϕdx∫
Ω
dx
a0
1
a0(x)
, (1.47)
ce qui en reportant dans I donne :
I = −
∫
D
(
a2(x)
a1(x)
− 2a1(x)
a0(x)
)
ϕ(x)2 dx+
2∫
Ω
dx
a0(x)
(∫
D
a1(x)
a0(x)
u′(x)ϕ(x) dx
)2
. (1.48)
La diffe´rence par rapport au cas pre´ce´dent tient a` l’ajout d’un terme positif au second membre.
Mais cela ne peut changer la conclusion. En effet, en prenant pour ϕ une fonction caracte´ristique
telle que la mesure de son support soit θmes(D) avec θ assez petit, ce deuxie`me terme est de
l’ordre de θ2 alors que le premier (ne´gatif) est de l’ordre de θ. Par conse´quent, pour θ assez petit,
I < 0.
Pour de´montrer ce re´sultat en dimension supe´rieure a` 1, on peut suivre une de´marche analogue,
mais on ne peut plus faire le calcul explicite de l’optimum en v. Il faut alors construire des suites de ϕ
astucieusement en me´langeant finement des zones ou` ϕ(x) = 0 et des zones ou` ϕ(x) = 1. Les auteurs
de ce rapport tiennent a` la disposition du lecteur inte´resse´ une de´monstration valable dans le cas de
proble`mes antiplan. Elle s’appuie en particulier sur des notions de Γ-convergence et sur des proprie´te´s
de bornes optimales de coefficients homoge´ne´ise´s.
En conclusion, on voit que, seuls, les e´tats d’e´quilibre e´lastiques, i.e. ceux pour lesquels (presque)
aucun point de la structure n’a atteint le crite`re d’endommagement, ont une chance d’eˆtre stables.
Cela en fait e´videmment bien peu et en tout cas trop peu pour conserver ce type de mode`les en l’e´tat.
1.3 Les mode`les d’endommagement fragiles standards re´gularise´s
1.3.1 Leur formulation
L’analyse pre´ce´dente montre que les mode`les d’endommagement fragiles standards avec adoucis-
sement ne sont pas viables. Si l’on pourrait toujours se satisfaire de la non existence de solutions dans
certains cas, puisque cela ne fait que refle´ter l’impossibilite´ constate´e des structures re´elles a` suppor-
ter des chargements trop e´leve´s, si l’on pourrait toujours se satisfaire de la non unicite´ de solutions,
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puisque cela ne fait que refle´ter la tre`s grande diversite´ des configurations possibles des syste`mes com-
plexes non line´aires, il est par contre intole´rable que l’on ne puisse trouver de configurations stables
“non triviales”. Il est donc ne´cessaire d’y apporter quelques modifications. Si l’on regarde de pre`s la
de´monstration de la non stabilite´ des e´tats d’e´quilibre en phase d’endommagement, on s’aperc¸oit que
cela tient au fait que l’on peut envisager des e´tats proches de moindre e´nergie e´tant plus endommage´s
sur une zone que l’on peut choisir aussi petite que l’on veut sans que cela couˆte de l’e´nergie. Il n’en
serait plus de meˆme si l’on introduisait une longueur caracte´ristique dans le mode`le de fac¸on a` ce
que toute concentration d’endommagement sur une zone de dimension plus petite couˆte beaucoup
d’e´nergie. Ce ne serait donc plus des e´chappatoires e´nerge´tiques. Une fac¸on simple d’arriver a` cela
consiste a` rajouter dans l’e´nergie un terme faisant intervenir le gradient d’endommagement 8. C’est ce
que nous nous proposons de faire. Toutefois une question ne va pas manquer de surgir lorsque ce terme
sera introduit, a` savoir “quelle loi d’e´volution choisir ?”. C’est ici que toute l’approche pre´ce´dente en
termes d’e´nergie va se re´ve´ler tre`s puissante. En fait, tout va de´couler du changement de la forme de
l’e´nergie. Le proble`me d’e´volution et la stabilite´ des e´tats vont se formuler toujours de la meˆme fac¸on,
l’un a` partir des premie`res variations de l’e´nergie, l’autre a` partir de la notion de minimum local.
Le choix de l’e´nergie de de´formation
Pour construire ces mode`les d’endommagement re´gularise´s, nous adoptons, comme pour leur ho-
mologue non re´gularise´s, un point de vue purement macroscopique et phe´nome´nologique. On conside`re
donc que pour l’e´le´ment de volume le gradient d’endommagement ∇α est une variable d’e´tat au meˆme
titre que ε et α. Mais contrairement a` la coutume nous n’allons pas postuler une forme de de´pendance
de l’e´nergie libre vis a` vis de ces variables d’e´tat locales, puis introduire des lois comple´mentaires
re´gissant l’e´volution des variables internes (α,∇α) via des potentiels de dissipation. Nous postulons
directement la forme de l’e´nergie de de´formation W fonction de (ε, α,∇α). Comme nous nous limitons
a` un cadre line´aire, nous supposerons que W peut se de´velopper au voisinage de ε = 0 et ∇α = 0
jusqu’au deuxie`me ordre, ce qui conduit a` l’expression suivante de W :
W (ε, α,∇α) = w(α) + σ0(α) · ε+ g0(α) · ∇α+
+ 1
2
A(α)ε · ε+ C(α)ε · ∇α+ 1
2
L(α)∇α · ∇α, (1.49)
ou` σ0(α) est le tenseur des pre´contraintes, g0(α) est un vecteur, A(α) est le tenseur de rigidite´, C(α)
est un tenseur d’ordre 3 et L(α) une matrice. Si l’on suppose de plus que le mate´riau est isotrope et
que le parame`tre d’endommagement est un scalaire objectif (invariant par changement de re´fe´rentiel),
alors W devant lui meˆme eˆtre objectif, on doit avoir :
W (QεQT , α,Q∇α) =W (ε, α,∇α), ∀Q, Q−1 = QT . (1.50)
Mais ceci est possible si et seulement si σ0(α) est un tenseur sphe´rique, g0(α) et C(α) sont nuls, A(α)
est un tenseur isotrope et L(α) est proportionnelle a` l’identite´. Par conse´quent, W peut se mettre sous
la forme :
W (ε, α,∇α) = w(α) + p0(α)Tr(ε) + 12A(α)ε · ε+ 12 l(α)∇α · ∇α, (1.51)
8. Mais on pourrait opter pour l’ajout de termes avec e´nergie de surface ou avec gradient de de´formation.
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p0(α) et l(α) e´tant maintenant des scalaires. Comme nous n’avions pas tenu compte du terme de
pre´contraintes dans le mode`le non re´gularise´, nous continuerons a` l’ignorer et posons
p0(α) = 0.
Le seul terme qui diffe`re est donc finalement le terme en ∇α · ∇α. Pour des raisons de positivite´ du
travail de de´formation et pour ame´liorer la stabilite´, le scalaire l(α) est ne´cessairement non ne´gatif.
En le prenant nul, on reviendrait au mode`le pre´ce´dent. Nous le supposerons donc strictement positif.
On voit donc qu’un mode`le d’endommagement standard re´gularise´ fait intervenir 3 fonctions du
parame`tre d’endommagement : A, w et l. Mais comme nous le remarquions dans le mode`le initial,
on peut en fixer une en changeant simplement de parame`tre d’endommagement, sans changer pour
autant les proprie´te´s intrinse`ques du mate´riau 9. Par exemple, sachant que α ∈ [0,∞), il existe un seul
changement de parame`tre β = f(α) tel que f(0) = 0 et tel que l ◦ f−1 soit une constante donne´e.
En effet, α e´tant suppose´ sans dimension, l(α) a la dimension du produit d’une pression par le carre´
d’une longueur (autrement dit d’une force). Donnons nous une longueur de re´fe´rence ℓ et posons
β =
∫ α
0
√
l(a)
E0ℓ2
da, (1.52)
ou` E0 est le module d’Young du mate´riau sain, l’e´nergie de de´formation s’e´crit maintenant en termes
des nouvelles variables d’e´tat :
W¯ (ε, β,∇β) = w¯(β) + 1
2
A¯(β)ε · ε+ 1
2
E0ℓ
2∇β · ∇β.
Nous supposerons de´sormais que le changement de variable a e´te´ fait, nous continuerons a` appeler la
variable d’endommagement α et omettons la barre¯au dessus des fonctions W , w et A. D’ou` l’expres-
sion finalement retenue de l’e´nergie de de´formation, ne faisant plus apparaˆıtre que deux fonctions a`
de´terminer expe´rimentalement w et A 10 :
W (ε, α,∇α) = w(α) + 1
2
A(α)ε · ε+ 1
2
E0ℓ
2∇α · ∇α (1.53)
w(α) correspond toujours a` l’e´nergie volumique dissipe´e pour le mode`le non re´gularise´. Quant a` A(α),
nous nous placerons dans le cas le plus de´favorable, a` savoir celui ou` il y a adoucissement (mais
e´crouissage en de´formation).
Il faut cependant faire attention au fait que le choix du parame`tre d’endommagement diffe`re dans
le mode`le re´gularise´ de celui fait dans le mode`le non re´gularise´. Pour ce dernier α correspondait,
a` un coefficient multiplicatif pre`s de normalisation, a` l’e´nergie volumique dissipe´e. On avait alors
montre´ que les proprie´te´s d’e´crouissage e´taient e´quivalentes a` des proprie´te´s de convexite´ de l’e´nergie
9. On pourrait formaliser cela en introduisant une relation d’e´quivalence entre les mode`les. Deux mode`les tels que
les fonctions associe´es (A,w, l) et (A¯, w¯, l¯) se de´duiraient les unes des autres par un changement de variable — i.e. s’il
existait un diffe´omorphisme croissant f tel que (A¯, w¯, l¯) = (A ◦ f−1, d ◦ f−1, l ◦ f−1) —, seraient dits e´quivalents.
10. En fait la de´termination de A(α) se re´duit a` celle des 2 coefficients de Lame´ λ(α) et µ(α) si le mate´riau est isotrope.
Donc en tout il faut identifier 3 fonctions scalaires.
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de de´formation. Maintenant, comme nous avons choisi de normaliser le terme en gradient d’endomma-
gement, le parame`tre d’endommagement n’est plus (en ge´ne´ral) proportionnel a` l’e´nergie volumique
dissipe´e. Ce faisant les proprie´te´s de convexite´ n’e´tant pas invariantes par changement de variable, il
faut repre´ciser comment les conditions adopte´es se traduisent en termes des fonctions A et w.
Nous voulons que le mate´riau ait toujours une e´lasticite´ positive, soit A(α) > 0 (ou de fac¸on
e´quivalente que s(α) ≡ A(α)−1 > 0. Nous voulons que le mate´riau s’assouplisse en dissipant de
l’e´nergie quand il s’endommage, soit A′(α) < 0 (ou encore s′(α) > 0) et w′(α) > 0. Nous voulons
qu’il y ait e´crouissage en de´formation (pour des e´tats d’endommagement homoge`nes). Or le crite`re en
de´formation s’e´crivant maintenant 1
2
A′(α)ε · ε + w′(α) ≥ 0, il faut donc que A′/w′ soit une fonction
croissante de α. Nous voulons qu’il y ait adoucissement en contrainte (pour des e´tats d’endomma-
gement homoge`nes). Or le crite`re en contrainte s’e´crivant maintenant − 1
2
s′(α)σ · σ + w′(α) ≥ 0, il
faut donc que s′/w′ soit une fonction croissante de α. En re´sume´, les conditions que nous adopterons
de´sormais sont :
Elasticite´ positive 11 : A(α) > 0, s(α) ≡ A(α)−1 > 0; (1.54)
Assouplissement et dissipation : A′(α) < 0, s′(α) > 0, w′(α) > 0; (1.55)
Ecrouissage en de´formation : w′(α)A′′(α) − w′′(α)A′(α) > 0; (1.56)
Adoucissement en contrainte : w′(α)s′′(α)− w′′(α)s′(α) > 0. (1.57)
Remarque 3. A ce stade de la construction du mode`le, il ne faudrait pas croire que ℓ est une longueur
intrinse`que au mate´riau. Ce n’est qu’une longueur de re´fe´rence que l’on s’est donne´e afin de fixer le
parame´trage. La notion de longueur caracte´ristique apparaˆıtra dans l’analyse de la stabilite´ des e´tats
d’e´quilibre.
Le proble`me d’e´volution
Il s’agit maintenant de passer a` la question de l’e´volution de l’endommagement. Mais, comme nous
l’annoncions, nous de´rogeons a` la re`gle en ne postulant pas une loi d’e´volution au niveau local, mais
directement au niveau de la structure. Nous nous replac¸ons donc dans la situation envisage´e dans la
section pre´ce´dente d’une structure dont la configuration de re´fe´rence naturelle est l’ouvert Ω de Rn,
qui est constitue´e du mate´riau endommageable caracte´rise´ par son e´nergie de de´formation (1.53) et
qui est soumise a` un chargement (de´pendant d’un parame`tre t > 0). Introduisons l’e´nergie potentielle,
comme e´tant toujours la diffe´rence entre l’e´nergie de de´formation et le potentiel des efforts exte´rieurs,
Pt(v, β) =
∫
Ω
W (ε(v)(x), β(x),∇β(x)) dx− ft(v). (1.58)
Remarquons qu’elle exige plus de re´gularite´ des champs d’endommagement pour qu’elle soit finie.
Nous supposerons donc de´sormais que l’ensemble D des champs admissibles est
D = L∞(Ω;R+) ∩H1(Ω;R), (1.59)
11. Les ine´galite´s tensorielles sont e´videmment comprises au sens des formes quadratiques, par exemple A(α) > 0
signifie que A(α)ε · ε > 0, ∀ε 6= 0.
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alors que les champs de de´placements ont toujours la re´gularite´ H1.
Le proble`me quasistatique d’e´volution postule´ consiste a` chercher, a` chaque “instant” t, les champs
des de´placements ut ∈ Ct et d’endommagement αt ∈ D ve´rifiant
Proble`me d’e´volution
DPt(ut, αt)(v − u.t, β − α.t) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C
.
t×D
(1.60)
Formellement, le proble`me d’e´volution s’e´crit donc comme dans le cas d’un mode`le non re´gularise´,
cf. (1.20). Mais il conduit e´videmment a` des solutions diffe´rentes du fait que l’e´nergie de de´formation
de´pend maintenant du gradient d’endommagement. Pour s’en convaincre interpre´tons ce proble`me
d’e´volution. En prenant β = α
.
t, on re´obtient la formulation variationnelle de l’e´quilibre :
∫
Ω
A(αt)ε(ut) · ε(v − u.t) dx = ft(v − u.t) ∀v ∈ C
.
t. (1.61)
En faisant ensuite v = u
.
t dans (1.60) on obtient la nouvelle loi d’e´volution de α sous forme variation-
nelle : ∫
Ω
(
1
2
A′(αt)ε(ut) · ε(ut) + w′(αt)
)
β dx+ E0ℓ
2
∫
Ω
∇α · ∇β dx ≥ 0 ∀β ∈ D, (1.62)
avec e´galite´ quand β = α
.
t
12. Apre`s inte´gration par parties, on peut revenir au niveau local et l’on
obtient finalement pour proble`me d’e´volution de α :
Dans Ω :


α
.
t ≥ 0
1
2
A′(αt)ε(ut) · ε(ut) + w′(αt)− E0ℓ2∆αt ≥ 0
α
.
t
(
1
2
A′(αt)ε(ut) · ε(ut) + w′(αt)− E0ℓ2∆αt
)
= 0
Sur ∂Ω :
∂αt
∂n
= 0
(1.63)
avec la donne´e initiale α0.
On voit que le crite`re d’endommagement est devenu non local avec l’apparition du terme en ∆α.
On voit aussi qu’il apparaˆıt une condition naturelle de nullite´ du gradient normal d’endommagement
sur le bord. On pourrait e´videmment forcer d’autres conditions aux limites en imposant soit la valeur
de α sur le bord (condition qui apparaˆıtrait dans D), soit une valeur non nulle de ∂α/∂n sur le bord
en introduisant un terme correspondant dans P. Mais ces conside´rations tre`s formelles demanderaient
a` eˆtre plus e´taye´es physiquement. Nous nous en tiendrons donc a` nos choix implicites initiaux.
12. On utilise le fait que D est un coˆne convexe inde´pendant de t.
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1.3.2 Les re´sultats d’existence, d’unicite´ et de stabilite´
Existence.
En ce qui concerne l’existence de solutions dans les proble`mes a` forces impose´es, il n’y a pas de
miracle a` attendre du terme re´gularise´. La structure ne peut supporter que des chargements limite´s
et la notion de charge limite vaut toujours. Nous en voulons pour preuve le simple exemple d’une
barre Ω = (0, L) fixe´e a` une extre´mite´, soumise a` une contrainte σ 13 a` l’autre, les forces line´iques
e´tant nulles. L’e´quilibre imposant que la contrainte soit partout e´gale a` σ, le crite`re d’endommagement
s’e´crit, en notant s(α) ≡ 1/A(α) la souplesse :
− 1
2
s′(α(x))σ2 + w′(α(x)) − E0ℓ2α′′(x) ≥ 0, p.p. dans Ω. (1.64)
En inte´grant sur Ω, du fait des conditions aux limites α′(0) = α′(L) = 0, on obtient :
σ2 ≤ 2〈w
′〉
〈s′〉 , (1.65)
〈f〉 de´signant la moyenne de f sur Ω. Mais du fait de l’adoucissement, w′/s′ est une fonction de´croissante
de α. On a donc la majoration suivante :
σ2 ≤ 2w
′(0)
s′(0)
≡ σ20, (1.66)
σ0 e´tant la contrainte critique de premier endommagement dans un essai de traction simple d’intensite´
croissante. Autrement dit la barre ne peut pas supporter une contrainte plus grande une fois la loi
re´gularise´e.
Unicite´.
Dans les proble`mes ou` les seules donne´es non nulles sont des donne´es en de´placement, la question
de charge limite ne se pose pas (nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe sur la stabilite´). Il
s’agit par contre de voir si la re´gularisation a ame´liore´ la question de l’unicite´. Pour cela, on reprend
le proble`me de traction simple d’une barre Ω = (0, L) mais en controˆlant maintenant le de´placement
de l’extre´mite´ L, l’autre extre´mite´ e´tant maintenue fixe, ce qui conduit aux conditions aux limites
ut(0) = 0, ut(L) = tL. (1.67)
Afin de faciliter les calculs, nous prenons pour fonction A(α) et w(α) :
α ∈ [0,∞), A(α) = E0
(1 + α)2
, w(α) =
σ20
E0
α, (1.68)
σ0 s’interpre´tant comme la contrainte de premier endommagement, mais donc aussi comme nous
l’avons vu comme la contrainte limite supportable par le mate´riau. Sachant que, pour des raisons
d’e´quilibre, la contrainte est ne´cessairement uniforme dans la barre,
σ(x, t) = σt, ∀x ∈ (0, L), (1.69)
13. Il faudrait e´videmment parler dans ce cas de force, mais pour ne pas changer de notations on les assimile a` des
contraintes
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Le proble`me d’e´volution consiste a` trouver, pour t > 0 et x ∈ (0, L), σt et αt(x) tels que
α
.
t(x) ≥ 0 (1.70)
E20ℓ
2α′′t (x) + σ
2
t αt(x)− σ20 + σ2t ≤ 0 (1.71)
α
.
t(x)
(
E20ℓ
2α′′t (x) + σ
2
t αt(x)− σ20 + σ2t
)
= 0 (1.72)
α′t(0) = α
′
t(L) = 0, (1.73)
α0(x) = 0 (1.74)
σt
∫ L
0
(1 + αt(x))
2 dx = tE0L, (1.75)
cette dernie`re relation ne faisant que traduire la donne´e de la de´formation moyenne du fait des condi-
tions aux limites en de´placement 14.
Avant de construire des solutions, on peut remarquer que dans un intervalle ou` le seuil d’endom-
magement est atteint (e´galite´ dans(1.71)), la re´partition de l’endommagement est de la forme
αt(x) =
σ20
σ2t
− 1 + at sin σtx
E0ℓ
+ bt cos
σtx
E0ℓ
. (1.76)
Au de´but, la re´ponse est e´videmment e´lastique et on a
σt = tE0, αt(x) = 0, quand 0 ≤ t ≤ t0 ≡ σ0
E0
. (1.77)
A l’instant t0 tous les points de la barre ont atteint le seuil d’endommagement (e´galite´ dans(1.71)) et
sont donc susceptibles de s’endommager. On va envisager plusieurs cas a` partir de cet instant.
1. La solution uniforme. Si tous les points s’endommagent ((e´galite´ dans(1.71) pour tout x),
alors, compte tenu des conditions aux limites (1.73), on a ne´cessairement un endommagement
uniforme et on trouve la solution que l’on qualifiera d’homoge`ne :
σt = σ0
(
t0
t
)1/3
, αt(x) =
(
t
t0
)2/3
− 1. (1.78)
2. La croissance d’un pustule. Cherchons maintenant une solution ou` la barre s’endommage
sur un intervalle de longueur (variable) 2Lt centre´ en un point (fixe) arbitraire x0. Dans ce cas,
comme αt est nul a` l’exte´rieur de ce segment, par raison de continuite´ on a αt et α
′
t nuls aux
extre´mite´s du segment. On tire alors de (1.76)
αt(x) = 2
(
σ20
σ2t
− 1
)
cos2
π
2
x− x0
Lt
, Lt = π
E0
σt
ℓ, (1.79)
re´partition d’endommagement que l’on qualifiera, du fait de sa forme et de sa nocivite´, de pustule
de largeur 2Lt centre´ en x0. D’autre part (1.75) fournit la relation (implicite) entre σt et t :
t = t0
σt
σ0
+ π
ℓ
L
(
3
σ40
σ4t
− 2σ
2
0
σ2t
− 1
)
. (1.80)
14. Le lecteur perspicace n’aura pas manque´ de noter que (1.75) n’est qu’une combinaison des deux conditions aux
limites en de´placement. La deuxie`me condition ne sert qu’a` e´liminer la translation d’ensemble.
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Pour que la condition d’irre´versibilite´ (1.70) soit satisfaite, il faut et il suffit que σt soit une
fonction de´croissante de t. D’apre`s (1.80) cela e´quivaut a` t0L ≤ 8πℓ. Enfin il suffit de s’assurer
que cet intervalle est contenu dans (0, L) pour que l’on ait construit une solution. Remarquons
a` cet effet que le pustule a une largeur initiale 2Lt0 = 2πℓ/t0 non nulle et inde´pendante de x0,
ce qui exige que la longueur de la barre lui soit supe´rieure pour qu’il puisse naˆıtre. Si c’est le
cas, en prenant x0 suffisamment proche du milieu de la barre, on a construit une autre solution
que la solution uniforme au proble`me d’e´volution, tout du moins pour t voisin de t0. En fait, on
en a meˆme construit une infinite´ puisque l’on a le choix du centre du pustule.
Figure 1.1 – Croissance d’un pustule au milieu de la barre.
Avec le temps, ce pustule va s’e´tendre (Lt croˆıt) et s’amplifier (αt croˆıt), cf Figure 1.1. Il va
atteindre un des deux bords (0 si x0 ≤ L/2, L si x0 ≥ L/2) a` un instant t(x0) de´pendant de la
position du centre —instant que l’on calcule a` l’aide de (1.79)2 et (1.80) sachant que la demi-
largeur du pustule vaut alors x0 ou L − x0. Il peut alors continuer a` e´voluer tout en gardant
sa forme de pustule mais moyennant un de´placement de son centre. Par exemple, si x0 < L/2,
alors le pustule devient
αt(x) = 2
(
σ20
σ2t
− 1
)
sin2
πx
2Lt
, (1.81)
sa largeur continuant de croˆıtre suivant la loi (1.79)2 et la relation σt − t restant inchange´e.
Cette e´volution est admissible tant que le pustule n’atteint pas l’autre extre´mite´, ce qui advient
a` l’instant t1, inde´pendant du centre initial du pustule, tel que 2Lt1 = L, la contrainte valant
alors σt1 = 2πE0ℓ/L. A cet instant-la`, et ce quel que soit son point de de´part, le pustule occupe
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toute la barre dont l’e´tat d’endommagement est alors
αt1(x) = 2
(( t0L
2πℓ
)2 − 1) sin2 πx
L
. (1.82)
Le seuil d’endommagement e´tant alors atteint partout, on se retrouve dans une situation iden-
tique a` celle de l’instant t0 a` ceci pre`s que l’e´tat d’endommagement “initial” n’est plus uniforme.
On pourrait continuer la construction d’une (ou plusieurs) solution(s) au proble`me d’e´volution
en envisageant de nouveaux pustules se superposant a` l’ancien. Nous laissons le soin au lecteur
de de´tailler les calculs.
En re´sume´, si 2πℓ < t0L ≤ 8πℓ, on sait construire une infinite´ (indexe´e par x0) de solutions
au proble`me d’e´volution sur l’intervalle de chargement [0, t1]. Remarquons toutefois que si ces
solutions diffe`rent par leur re´partition spatio-temporelle de l’endommagement, elles conduisent
toute a` la meˆme relation force-de´placement, d’apre`s (1.80).
3. La croissance de plusieurs pustules. Pour construire d’autres solutions donnant lieu a` des re-
lations force-de´placement diffe´rentes, on peut utiliser plusieurs pustules, on peut meˆme envisager
des demi-pustules aux extre´mite´s, cf Figure 1.2.
Figure 1.2 – Croissance d’un demi-pustule au de´but de la barre.
En effet, pour qu’il puisse en naˆıtre simultane´ment a` l’instant t0, il suffit que la barre soit
suffisamment longue. Par exemple, en espac¸ant leur centre re´gulie`rement, si t0L > 2nπℓ on peut
en mettre n de forme identique a` (1.79). La relation σt − t devient alors
t = t0
σt
σ0
+ nπ
ℓ
L
(
3
σ40
σ4t
− 2σ
2
0
σ2t
− 1
)
, (1.83)
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la condition de de´croissance de σt devenant t0L ≤ 8nπℓ. Ces pustules occuperont toute la barre
a` l’instant tn tel que 2nLtn = L et donc lorsque σtn = 2nπE0ℓ/L.
Stabilite´ des e´tats homoge`nes.
Nous avons vu que dans les mode`les non re´gularise´s avec adoucissement, sous controˆle des forces
volumiques, tout e´tat de la structure tel que le seuil d’endommagement est atteint sur un ensemble
de mesure non nulle est instable. On peut espe´rer que le terme en gradient va arranger les choses.
Pour le voir, nous allons e´tudier la stabilite´ des e´tats homoge`nes, i.e. ceux tels que les de´formations et
l’endommagement ne de´pendent pas du point x. D’un point de vue pratique, la stabilite´ de tels e´tats
est essentielle pour l’identification expe´rimentale de la loi de comportement, i.e. des fonctions A(α) et
w(α).
Commenc¸ons par nous assurer que ces e´tats sont possibles malgre´ la pre´sence du terme en gradient
d’endommagement. Conside´rons une structure Ω n-dimensionnelle dont les de´placements des points
de la frontie`re sont controˆle´s de fac¸on a` ce qu’une de´formation homoge`ne soit possible, i.e. on impose
ut(x) = tε0x sur ∂Ω, ε0 e´tant une matrice syme´trique n×n donne´e. Les forces volumiques sont nulles
et la structure est a` l’instant t = 0 dans un e´tat d’endommagement uniforme α0. Il est alors facile
de ve´rifier que la re´ponse homoge`ne ut(x) = tε0x et αt(x) = αt dans Ω, avec αt = α0 tant que
t < t0 ≡ (−2w′(α0)/A′(α0)ε0 · ε0) 12 et αt e´gal a` l’unique solution de t2A′(α)ε0 · ε0 + 2w′(α) = 0 de`s
que t ≥ t0, est solution du proble`me d’e´volution. Comme α0 et ε0 peuvent eˆtre choisis arbitrairement,
on voit donc que l’on peut envisager n’importe quel e´tat homoge`ne de la structure dans la mesure ou`
il ve´rifie le crite`re. Donnons nous donc α0, ε0 et σ0 tels que
σ0 = A(α0)ε0, 12A
′(α0)ε0 · ε0 + w′(α0) ≥ 0, (1.84)
il s’agit de voir si l’e´tat homoge`ne associe´ u(x) = ε0x, α(x) = α0 est stable. Remarquons que suivant
que l’ine´galite´ dans (1.84)2 est stricte ou qu’il y a e´galite´, le seuil d’endommagement sera atteint nulle
part ou partout dans la structure. Les premiers e´tats (avec ine´galite´ stricte) sont dits e´lastiques, alors
que les deuxie`mes (avec e´galite´) sont dits en phase d’endommagement. Comme nous l’avons signale´,
la proprie´te´ de stabilite´ d’un e´tat de´pend du type de controˆle exerce´ sur la structure. Nous allons donc
envisager deux cas :
– Cas des forces surfaciques controˆle´es. Les forces surfaciques sont maintenues a` la valeur
σ0n(x), n(x) e´tant la normale unitaire sortante en x a` ∂Ω, autrement dit on a
C = C0 = H1(Ω,Rn), 15 f(v) =
∫
∂Ω
σ0n · v dΓ. (1.85)
– Cas des de´placements surfaciques controˆle´s. Le de´placement d’un point de la frontie`re est
maintenu a` la valeur ε0x, autrement dit on a
C = {v ∈ H1(Ω,Rn) : v(x) = ε0x sur ∂Ω}, C0 = H10 (Ω,Rn), f = 0. (1.86)
Dans les deux cas l’ensemble des e´tats d’endommagement accessibles est
D = α0 +D0, D0 = H1(Ω,R) ∩ L∞(Ω,R+). (1.87)
15. On le quotientera par les de´placements rigides afin que la norme L2 des de´formations soit une norme e´quivalente
a` la norme H1 des de´placements.
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Remarquons que D0 est dense dans D¯0 = {β ∈ H1(Ω,R) : β ≥ 0}. L’e´nergie potentielle s’e´crit :
P(v, β) =
∫
Ω
(
1
2
A(β)ε(v) · ε(v) + w(β) + 1
2
E0ℓ
2∇β · ∇β
)
dx− f(v). (1.88)
Elle est 2 fois Fre´chet diffe´rentiable en (u, α), sa de´rive´e premie`re en l’e´tat (u, α) est la forme line´aire
P ′ suivante :
P ′(v, β) =
(
1
2
A′(α0)ε0 · ε0 + w′(α0)
) ∫
Ω
βdx. (1.89)
Remarquons qu’elle est nulle si (u, α) est un e´tat homoge`ne en phase d’endommagement et strictement
positive si (u, α) est un e´tat homoge`ne en phase e´lastique et si β est non nul. La de´rive´e seconde en
l’e´tat (u, α) est une forme quadratique P ′′ qui peut s’e´crire
P ′′(v, β) =
∫
Ω
A(α0)
(
ε(v)− βs′(α0)σ0
)
·
(
ε(v) − βs′(α0)σ0
)
dx
−
(
1
2
s′′(α0)σ0 · σ0 − w′′(α0)
) ∫
Ω
β2dx+ E0ℓ
2
∫
Ω
∇β · ∇β dx, (1.90)
en notant s = A−1. Remarquons que le premier et le troisie`me termes sont positifs alors que le
deuxie`me (avec le signe −) est ne´gatif compte tenu de la condition d’adoucissement.
En utilisant ces deux de´rive´es dans un de´veloppement a` l’ordre 2 de l’e´nergie potentielle autour
de l’e´tat (u, α), il vient
P(u + hv, α+ hβ) −P(u, α) = hP ′(v, β) + 1
2
h2P ′′(v, β) + o(h2), (1.91)
pour toute direction (v, β) ∈ C0×D0 de norme 1. Pour e´tablir des re´sultats de stabilite´ nous allons
raisonner sur le signe de la somme des deux premiers termes du second membre. Si l’on peut trouver
une direction admissible (v, β) et h > 0 tels que cette somme soit ne´gative alors l’e´tat sera instable.
Si elle est strictement positive pour toute direction admissible (v, β) admissible de norme 1 et pour h
assez petit, alors nous conclurons a` la stabilite´ de l’e´tat 16.
Conside´rons tout d’abord un e´tat homoge`ne e´lastique. Soit h > 0 assez petit. Si β 6≡ 0, alors d’apre`s
la positivite´ de P ′, le second membre est strictement positif. Si β ≡ 0, alors P ′′(v, 0) est strictement
positif pour tout v (non rigide). Nous conclurons donc a` la stabilite´ des e´tats homoge`nes e´lastiques.
Conside´rons maintenant un e´tat homoge`ne en phase d’endommagement et envisageons les deux
types de controˆle.
• Cas des forces surfaciques controˆle´es. La de´rive´e premie`re est identique nulle. Conside´rons la
direction (v, β) suivante :
β(x) = λ > 0, v(x) = λs′(α0)σ0x, (1.92)
λ e´tant choisi de fac¸on a` ce qu’elle soit de norme 1. La de´rive´e seconde vaut alors
P ′′(v, β) = −
(
1
2
s′′(α0)σ0 · σ0 − w′′(α0)
)
λ2vol(Ω) < 0. (1.93)
Par conse´quent on a la
16. En toute rigueur, la stricte positivite´ ne suffit pas, mais nous nous en contenterons.
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Proposition 5. Les e´tats homoge`nes en phase d’endommagement sous forces surfaciques controˆle´es
sont instables.
Autrement dit le terme re´gularise´ ne change pas le re´sultat !
• Cas des de´placements surfaciques controˆle´s. La de´rive´e premie`re e´tant identique nulle, il s’agit
d’e´tudier le signe de la de´rive´e seconde. Pour cela conside´rons le quotient de Rayleigh de´fini quand
β 6≡ 0 par
R(v, β) =
∫
Ω
(
A(α0)
(
ε(v) − βs′(α0)σ0
) · (ε(v) − βs′(α0)σ0)+ E0ℓ2∇β · ∇β)dx∫
Ω β
2 dx
(1.94)
et prolonge´ par +∞ quand β ≡ 0. Posons
λ(α0, ε0,Ω) ≡ inf
C0×D0
R = min
C0×D¯0
R. (1.95)
L’infimum sur C0×D0 co¨ıncide avec celui sur C0×D¯0 par densite´. Sur C0×D¯0 l’infimum est atteint et
est donc un minimum. En effet, conside´rons une suite minimisante (vn, βn). Du fait de l’homoge´ne´ite´
du quotient on peut la choisir telle que
∫
Ω β
2
n dx = 1. Comme le nume´rateur est de´croissant avec n, βn
et vn sont borne´s dans H
1. On peut donc en extraire une sous-suite convergeant faiblement dans H1
et donc fortement dans L2 vers (v∞, β∞) qui est dans C0×D¯0 puisque ces ensembles sont faiblement
ferme´s dans H1. Par conse´quent
∫
Ω β
2
∞ dx = 1. Mais par semi-continuite´ infe´rieure de la norme on
obtient
R(v∞, β∞) ≤ lim
n→∞
R(vn, βn) = inf
C0×D¯0
R,
d’ou` le re´sultat. Ce minimum est strictement positif. En effet, pour qu’il soit nul il faudrait que
β∞(x) = Cte 6= 0 et que ε(v∞)(x) = Cte s′(α0)σ0 6= 0. Or cette deuxie`me condition est incompatible
avec l’appartenance de v∞ a` H
1
0 . Notons que ce infimum de´pend non seulement de l’e´tat homoge`ne
conside´re´ mais aussi du domaine Ω. On peut d’ores et de´ja` en de´duire la
Proposition 6. Les e´tats homoge`nes en phase d’endommagement sous de´placements surfaciques
controˆle´s sont
1. instables si 0 < λ(α0, ε0,Ω) < 12s
′′(α0)σ0 · σ0 − w′′(α0) ;
2. stables si λ(α0, ε0,Ω) > 12s
′′(α0)σ0 · σ0 − w′′(α0) > 0.
Nous nous proposons maintenant de montrer que la stabilite´ de tels e´tats tient essentiellement a`
la taille du domaine. Pour cela, nous conside´rons un e´tat homoge`ne (non trivial) et une famille de
domaines homothe´tiques ne se diffe´renciant que par leur taille :
ΩL = LΩ1, L > 0, (1.96)
le domaine Ω1 servant de re´fe´rence, sa taille e´tant normalise´e. Moyennant le changement de coor-
donne´es y = x/L on peut renvoyer tous les domaines sur le domaine de re´fe´rence. On peut aussi
renormaliser les de´placements suivant la re`gle suivante
vL ∈ H10 (ΩL,Rn) 7→ v ∈ H10 (Ω1,Rn) : vL(x) = Lv
(x
L
)
, (1.97)
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alors que les champs d’endommagement sont simplement transporte´s βL(x) = β(x/L). Ce faisant le
quotient de Rayleigh pour la structure ΩL, que nous noterons RL, peut se mettre sous la forme :
RL(v, β) =
∫
Ω1
A
(
ε(v) − βe) · (ε(v) − βe) dy + E0 ℓ2
L2
∫
Ω1
∇β · ∇β dy∫
Ω1
β2 dy
, (1.98)
en utilisant les notations abre´ge´es
A ≡ A(α0), e ≡ s′(α0)σ0,
les couples (v, β) vivant dans l’espace fixe C0×D¯0 correspondant a` Ω1. A partir de cette e´criture, il
est e´vident que λL ≡ λ(α0, ε0,ΩL) est une fonction de´croissante de L. E´tudions son comportement
asymptotique lorsque L tend vers 0, puis lorsque L tend vers ∞.
1. L→ 0. Notons au pre´alable que le couple (vL, βL) re´alisant le minimum satisfait :
λL = RL(vL, βL), (1.99)
1 =
∫
Ω1
β2L dy, (1.100)
0 =
∫
Ω1
A
(
ε(vL)− βLe
) · ε(v) dy, ∀v ∈ C0. (1.101)
Remarquons que λL est majore´ uniforme´ment :
0 < λL ≤ RL(0, 1) = Ae · e. (1.102)
E´tant fonction de´croissante de L, il tend donc vers une limite λ0 quand L tend vers 0. Mais on
tire aussi de (1.99) que vL est borne´ dans H
1 et que ∇βL est borne´ dans L2. Par conse´quent βL
tend (fortement) dans H1 vers une constante β0 qui en vertu de (1.100) est 1/
√
vol(Ω1). D’autre
part vL tend faiblement dans H
1 vers v0 qui en vertu de (1.101) ve´rifie, pour tout v ∈ C0 :∫
Ω1
Aε(v0) · ε(v) dy = β0e ·
∫
Ω1
ε(v) dy
= 0.
Par conse´quent v0 = 0. Regroupons les diffe´rentes estimations de λ0 :
Ae · e ≤ λ0 ≤ λL ≤ Ae · e−
∫
Ω1
Aε(vL) · eβL dy (1.103)
ou` dans la dernie`re majoration on a tenu compte de la positivite´ de l’inte´grale en ∇βL et simplifie´
le terme carre´ en vL et βL graˆce a` (1.101). Comme
∫
Ω1
Aε(vL) · eβL dy tend vers 0, on obtient
λ0 = Ae · e soit explicitement
lim
L→0
λL = A(α0)s
′(α0)σ0 · s′(α0)σ0. (1.104)
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Mais alors comme on a, en vertu de la proprie´te´ d’e´crouissage en de´formation,
A(α0)s
′(α0)σ0 · s′(α0)σ0 − 12s′′(α0)σ0 · σ0 + w′′(α0) = 12A′′(α0)ε0 · ε0 + w′′(α0) > 0,
on en de´duit que les e´tats homoge`nes sont stables sous de´placements surfaciques controˆle´s pour
les domaines de taille assez petite. Il reste a` voir si cela reste vrai pour les domaines de grande
taille. Il faut e´tudier pour cela le comportement de λL lorsque L tend vers l’infini.
2. L→∞. L’e´tude asymptotique de λL lorsque L tend vers l’infini est difficile pour des domaines
de dimension supe´rieure a` 1. Intuitivement on peut penser que pour des domaines de grande
taille la re´gularisation ne joue plus, intuition confirme´e par le fait que
lim
L→∞
RL(v, β) = R∞(v, β) ≡
∫
Ω1
A
(
ε(v)− βe) · (ε(v)− βe) dy∫
Ω1
β2 dy
,
i.e. que le quotient de Rayleigh tend (pour un e´tat donne´) vers celui du mode`le non re´gularise´,
et donc qu’en vertu du re´sultat ge´ne´ral d’instabilite´ pressenti on devrait avoir
lim
L→∞
λL = 0. (1.105)
Malheureusement une de´monstration ge´ne´rale fait de´faut. Elle pre´sente en fait le meˆme degre´
de difficulte´ que celle de la Proposition sur l’instabilite´ des e´tats en phase d’endommagement.
Nous nous contenterons de l’e´tablir pour des milieux unidimensionnels.
Soit Ω1 = (0, 1) et Ln = n
2ℓ une suite de taille tendant vers l’infini. Conside´rons la suite d’e´tat
(vn, βn) suivante :
βn(y) =
{√
3n(1− ny) si 0 ≤ y ≤ 1/n
0 sinon
, vn(y) = e
∫ y
0
βn(ζ) dζ − e 〈βn〉 y, (1.106)
βn e´tant donc un e´le´ment de H
1(0, 1) de norme L2 e´gale a` 1 alors que vn est le champ optimal
associe´, cf. (1.101). En reportant dans RLn il vient
0 ≤ λLn ≤ RLn(vn, βn) =
E0
n4
∫ 1
0
β′n
2
dy +Ae2 〈βn〉2 = 3E0
n2
+
3Ae2
4n
. (1.107)
Comme le terme de droite tend vers 0, le re´sultat suit.
Si l’on admet que ce re´sultat se ge´ne´ralise a` des dimensions supe´rieures, on a donc montre´ que λL
de´croissait de Ae · e a` 0 et donc qu’il passait ne´cessairement pour un certain L par la valeur critique
1
2
s′′(α0)σ0 · σ0 − w′′(α0). On peut donc avancer la
Proposition 7 (Taille critique). Pour une famille de domaines de forme Ω1 donne´e, il existe une
taille critique Lc(ε0, α0,Ω1) en dec¸a` de laquelle l’e´tat homoge`ne (ε0x, α0) est stable sous de´placement
de la frontie`re controˆle´ et au dela` de laquelle il devient instable.
Ce re´sultat est inte´ressant a` plus d’un titre :
1. Il nous rassure quant a` l’efficience du terme re´gularise´, puisque c’est la premie`re fois que l’on
met en e´vidence une ame´lioration sensible par rapport aux mode`les non re´gularise´s.
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2. Il peut servir au niveau expe´rimental a` identifier une (voire plusieurs) des fonctions caracte´risant
le mode`le, i.e. A(α) ou w(α). En effet, en normalisant un essai en choisissant une forme de do-
maine et un type de chargement, la taille critique d’instabilite´ ne de´pend plus que de ces fonctions.
En la mesurant d’une part et en faisant un calcul d’autre part, on obtient une information sur
ces fonctions.
Exemple. Pour un milieu unidimensionnel, le calcul de Lc(ε0, α0,Ω1) peut se faire explicitement. En
prenant Ω1 = (0, 1) et en conside´rant un e´tat homoge`ne en phase d’endommagement i.e.
α ≥ 0, ε2 = −2 w
′(α)
A′(α)
, (1.108)
on trouve (le de´tail des calculs est laisse´ aux soins du lecteur) :
λ(ε, α, LΩ1) = min
{
2s′(α)w′(α)
s(α)
;
(
4π2s′(α)2w′(α)2E0ℓ
2
s(α)2L2
)1/3}
. (1.109)
D’ou` l’expression de la longueur critique de la barre en fonction de α :
Lc(α)
2 =
4π2E0s
′(α)5w′(α)2
s(α)2
(
s′′(α)w′(α)− s′(α)w′′(α))3 ℓ2. (1.110)
En reprenant le mode`le ou`
A(α) = E0(1 + α)
−2 et w(α) = σ20α/E0, (1.111)
on trouve
Lc(α) =
4π
ε0
(1 + α)
1
2 ℓ et ε = ε0(1 + α)
3
2 avec ε0 ≡ σ0
E0
, (1.112)
soit la relation suivante entre la longueur critique et la de´formation
Lc =
4π
ε0
(
ε
ε0
) 1
3
ℓ. (1.113)
On notera a` ce propos la proprie´te´ un peu surprenante de croissance de la longueur critique avec la
de´formation. Autrement dit, une barre de longueur L plus grande que 4πℓε0 soumise a` une de´formation
moyenne ε croissante re´agira d’abord e´lastiquement (tant que ε ≤ ε0), puis, dans une deuxie`me
phase, s’endommagera mais de fac¸on non homoge`ne puisque l’e´tat homoge`ne est instable tant que
ε0 < ε <
(
L/4πℓ
)3
ε0. Ce n’est seulement que pour des de´formations moyennes assez grandes que
l’e´tat homoge`ne devient stable et est donc susceptible d’eˆtre observe´.
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Stabilite´ et bifurcation.
L’analyse pre´ce´dente a montre´ que les e´tats homoge`nes n’e´taient pas toujours stables. La question
qui se pose alors est de savoir s’il existe des e´tats stables quel que soit le chargement. Nous n’essaierons
pas de re´pondre a` cette question dans le cas ge´ne´ral, mais seulement sur un exemple. Reprenons le
cas d’une barre constitue´e du mate´riau caracte´rise´ par (1.111) de longueur L assez grande, disons
L = 2n
πℓ
ε0
, n entier “assez grand”, (1.114)
soumise a` une de´formation moyenne croissante ε. Raisonnons a` partir du proble`me incre´mental, en se
plac¸ant au premier pas de temps et en omettant l’indice 1. L’e´tat (u, α) a` la fin du pas de temps doit
ve´rifier 

u ∈ C =
{
v ∈ H1(0, L) : ∫ L0 v′(x)dx = εL} ,
α ∈ D = H1((0, L),R+),
DP(u, α)(v − u, β − α) ≥ 0, ∀(v, β) ∈ C×D
(1.115)
ce qui, une fois tenu compte de l’e´quilibre, revient a` chercher σ (la contrainte dans la barre) et la
re´partition d’endommagement α(x) tels que :
α(x) ≥ 0 (1.116)
E20ℓ
2α′′(x) + σ2α(x)− σ20 + σ2 ≤ 0 (1.117)
α(x)
(
E20ℓ
2α′′(x) + σ2α(x) − σ20 + σ2
)
= 0 (1.118)
α′(0) = α′(L) = 0, (1.119)
σ
∫ L
0
(1 + α(x))2 dx = εE0L. (1.120)
En fait, on peut exhiber toutes les solutions possibles, qui en dehors des e´tats homoge`nes, se construisent
a` partir de pustules ou de demi-pustules. Dans un diagramme σ − ε, on obtient ainsi une famille de
2n + 2 branches : deux correspondant aux e´tats homoge`nes (le segment de droite σ/σ0 = ε/ε0 pour
la branche e´lastique, et, la plus haute dans la Figure 1.3, σ/σ0 = (ε/ε0)
1
3 , correspondant a` un en-
dommagement homoge`ne), les autres correspondant a` p′, 0 < p′ ≤ n, pustules re´partis dans la barre
avec e´ventuellement un demi-pustule aux extre´mite´s. Chaque pustule comptant pour 2 demi-pustules,
en appelant p, 0 ≤ p ≤ 2n, le nombre de demi-pustules, la branche p correspond a` la relation σ − ε
suivante :
ε = ε0
σ
σ0
+
p
4n
(
3
σ40
σ4
− 2σ
2
0
σ2
− 1
)
. (1.121)
Quelques unes de ces branches sont repre´sente´es sur la Figure 1.3, pour n = 100. En particulier “la
plus basse” correspond a` p = 1, i.e. a` un demi-pustule a` une extre´mite´. On remarquera que ε n’y est
pas une fonction monotone de σ. Ceci est vrai pour toutes les branches telles que 0 < p < n/2. Le point
(ε0, σ0) est un point de bifurcation duquel partent toutes les branches “endommage´es”. Nous savons
que la branche e´lastique est stable, mais par contre que la branche avec endommagement homoge`ne
ne l’est pas, tout du moins au voisinage du point de bifurcation.
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Figure 1.3 – Branches des e´ventuels e´tats stables.
Il s’agit donc de savoir s’il existe des e´tats stables pour ε > ε0 et si oui lesquels. Sans e´tudier toutes
les branches, nous nous proposons de montrer que la branche p = 1 est stable pour ε > ε0. Pour cela,
il suffit de montrer qu’elle correspond au minimum global de l’e´nergie potentielle. Le re´sultat sera
e´vident une fois que l’on aura montre´ que l’e´nergie potentielle P1(ǫ) associe´ a` un point d’abscisse ǫ
de cette branche correspond a` l’aire comprise entre la branche e´lastique, la branche p = 1, l’axe des ε
et la droite ε = ǫ, i.e. a` l’aire grise´e de la Figure 1.4. En effet, imaginons un chemin de de´formation
moyenne t 7→ ε(t) faisant passer de ε(0) = 0 a` ε(1) = ǫ de fac¸on a` ce que l’e´tat d’e´quilibre associe´
soit la contrainte σ(t) et que (ε(t), σ(t)) de´crive la branche e´lastique puis l’arc de la branche bifurque´e
p = 1. On a
P1(ǫ) =
∫ L
0 W (u
′(x), α(x), α′(x)) dx par de´finition
=
∫ L
0
∫ 1
0 W
.
(u′t(x), αt(x), α
′
t(x)) dtdx
=
∫ L
0
∫ 1
0 σ(t)u
.′
t(x) dtdx graˆce a` (1.118)
=
∫ 1
0 σ(t)ε
.
(t)L dt graˆce a` (1.120)
ce qui constitue le re´sultat cherche´ (a` un coefficient multiplicatif de normalisation pre`s). La conclusion
est alors facile. En effet, le minimum global est a` chercher parmi les e´tats ve´rifiant la condition
d’optimalite´ (1.115). Il se trouve donc sur une des 2n+1 branches bifurque´es. Mais comme la branche
p = 1 est la plus basse, le minimum s’y trouve.
Par conse´quent, si on adopte ce sce´nario, on voit qu’une fois la de´formation critique ε0 passe´e,
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Figure 1.4 – Interpre´tation graphique de l’e´nergie potentielle.
la barre va brusquement s’endommager avec une re´partition d’endommagement correspondant a` un
demi-pustule de largeur et d’amplitude finies a` une extre´mite´ (il n’y a pas unicite´, les deux extre´mite´s
sont e´quivalentes).
Minimum local ou minimum global ?
Les raisonnements pre´ce´dents peuvent-ils se ge´ne´raliser ? La question est en fait double :
1. Existe-t-il toujours un minimum global ?
2. Si oui, est-ce l’e´tat stable a` retenir ?
La re´ponse a` la premie`re partie de la question est manifestement non quand on travaille a` forces
controˆle´es non nulles. Mais meˆme a` de´placements (surfaciques) impose´s et a` forces volumiques nulles,
la re´ponse n’est pas triviale de`s lors qu’on est en dimension supe´rieure a` 1. En effet, lorsque n = 1, on
be´ne´ficie de l’injection (continue) de H1(Ω) dans L∞(Ω) et on peut conclure relativement facilement
a` l’existence d’un minimum de l’e´nergie potentielle avec le minimiseur (u, α) dans H1(Ω)×H1(Ω).
Par contre, en dimension supe´rieure, ne be´ne´ficiant plus de l’injection de H1(Ω) dans L∞(Ω), on peut
simplement montrer que, pour une suite minimisante (un, αn), αn est borne´e dans H
1(Ω). MAis ne
l’e´tant pas force´ment dans L∞(Ω), on n’est plus assure´ a` partir de l’estimation de l’e´nergie e´lastique
que un est borne´e dans H
1(Ω,Rn). Deux voies s’offrent alors :
1. soit on travaille sur des espaces de Sobolev avec poids, ce qui complique se´rieusement l’analyse
mathe´matique et oblige de toute fac¸on a` raisonner au cas par cas ;
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2. soit on borne supe´rieurement (de fac¸on arbitraire) la variable d’endommagement, ce qui re-
vient a` interdire un endommagement total du mate´riau, ce dernier gardant toujours une re´serve
d’e´lasticite´.
C’est la deuxie`me solution qui est adopte´e dans [11], tout en sachant que cela n’ a aucune influence
sur la convergence vers un mode`le de rupture.
Quant a` la deuxie`me question, elle fait l’objet de multiples pole´miques. Les tenants avancent
l’“argument” que, faute de mieux, c’est encore ce qu’il y a de plus simple a` faire. Les sceptiques se
refusent a` ce choix formel en objectant que l’accession au minimum global peut ne´cessiter de franchir
de hautes barrie`res d’e´nergie. Mais ni les uns, ni les autres n’ont a` ce jour faits d’e´tudes se´rieuses
(meˆme dans des cas simples) permettant de trancher. La re´ponse reste donc en suspens, tout en
sachant toutefois que les principaux re´sultats pre´cis d’existence et de convergence e´tablis a` ce jour
l’ont e´te´ en raisonnant sur le minimum global.
1.3.3 La convergence vers un mode`le de rupture fragile
Il resterait a` e´tudier ce qu’il se passe lorsque l’on fait tendre la taille du domaine vers l’infini. Le
mode`le re´gularise´ converge-t-il vers le mode`le non re´gularise´ ou vers le mode`le de rupture ? Il semble
qu’il n’y ait pas a` l’heure actuelle une re´ponse ge´ne´rale pre´cise et qu’il faille raisonner au cas par
cas. La preuve de la convergence de certains mode`les d’endommagement re´gularise´s vers un mode`le
de rupture est faite dans [11] et ne sera pas de´taille´e ici, le lecteur inte´resse´ e´tant renvoye´ a` [11] et
[23] (documents joints) et a` toute la litte´rature abondante sur ce sujet cite´e dans ces documents.
Soulignons toutefois quelques points.
1. Les re´sultats de convergence sont de´montre´s uniquement dans le cas ou` le champ de de´placement
est scalaire (proble`mes 1D ou proble`mes antiplans). Le cas vectoriel restant pour le moment hors
de porte´e pour des raisons techniques explique´es dans [23].
2. La convergence est e´tablie au sens de la Γ-convergence, i.e. en raisonnant sur les minima globaux.
Il n’y a pas force´ment (et meˆme en ge´ne´ral il n’y a pas) convergence de tous les minima locaux
et donc de tous les e´tats stables.
3. Tout mode`le d’endommagement re´gularise´ ne converge pas vers un mode`le de rupture. En par-
ticulier, a` travers les cas traite´s, il semble qu’il faille faire de´pendre l’e´nergie dissipe´e du petit
parame`tre pour avoir une chance de convergence.
4. Beaucoup de mode`les d’endommagement re´gularise´s convergent vers le meˆme mode`le de rupture,
cf [2], [8] et [44] pour quelques exemples (les de´monstrations y e´tant e´tablies dans le cadre de la
segmentation d’image et donc sans le souci de fissuration au bord).
5. Il faut prendre de grandes pre´cautions au bord du domaine si l’on veut trouver des re´sultats
raisonnables. En effet, si l’on ne travaille pas sur un domaine un peu plus grand que le domaine
re´el, on e´value mal ce qui tendra a` la limite vers l’e´nergie de surface lorsque l’endommagement
se de´veloppe au bord. En fait on risque de n’en compter que la moitie´ ce qui revient a` prendre
une te´nacite´ deux fois moindre a` l’interface domaine-exte´rieur et donc a` favoriser l’e´mergence de
fissures dans ces zones-la`. C’est d’ailleurs visible dans la section pre´ce´dente, puisque le minimum
correspondait de ce fait a` un demi-pustule a` une extre´mite´. Une analyse pre´cise de cette question
de´licate est faite dans [11].
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Chapitre 2
La the´orie de Griffith de la rupture
fragile revisite´e
Re´sume´.
Ce chapitre est consacre´ a` une analyse critique de la the´orie de Griffith. En gardant les deux ingre´dients
de base de la the´orie a` savoir le point de vue e´nerge´tique et la notion d’e´nergie de surface, on propose
une formulation du proble`me d’e´volution base´e sur un principe de minimisation d’e´nergie. Cette “nou-
velle” formulation (en fait simple extension de la pre´ce´dente) a le me´rite de s’affranchir d’hypothe`ses
en ge´ne´ral trop restrictives sur le trajet spatio-temporel de la fissuration. Elle permet surtout (mais
ceci est lie´ a` cela), comme le montrent plusieurs exemples traite´s de fac¸on exhaustive, de pre´dire
l’apparition de la fissuration, meˆme dans une structure saine.
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2.1 Introduction
L’objet de la me´canique de la rupture est de de´terminer l’e´volution de la ou des fissures dans un
milieu continu en fonction du chargement auquel il est soumis. La me´canique de la rupture fragile se
limite a` l’e´tude de la fissuration des milieux continus e´lastiques — vision ide´aliste, certes, mais aussi
cadre dans lequel la plupart des re´sultats tangibles existants ont e´te´ e´tablis. C’est ce cadre que l’on
adopte dans cet article. La the´orie aujourd’hui en vigueur, repose sur les ide´es de Griffith, cf. [24],
qui, d’une part, attribua une e´nergie de surface aux fissures et, d’autre part, proposa comme crite`re
de propagation des fissures un crite`re base´ sur un bilan d’e´nergie. Dans le cadre purement e´lastique
adopte´, cette e´nergie de surface est l’analogue de l’e´nergie de tension superficielle dans les liquides.
Le crite`re, quant a` lui, stipule qu’une fissure se propage si l’e´nergie que restituerait le milieu lors
d’un accroissement virtuel infinite´simal de la fissure compense l’e´nergie de surface que ne´cessiterait
sa cre´ation, et que, au contraire, la fissure ne s’agrandit pas si cette restitution n’est pas suffisante. Il
restait a` formaliser ces concepts pour pouvoir les utiliser dans des situations ge´ne´rales. L’essentiel de
la the´orie — qui sera appele´e de´sormais la the´orie de Griffith et le crite`re de propagation affe´rent le
crite`re de Griffith — fut de´veloppe´e et pratiquement acheve´e dans les anne´es soixante, cf. [37] dont
en particulier [47] et [45]. Rappelons-en les grandes lignes. Les grandeurs fondamentales sont le taux
de restitution d’e´nergie G et la densite´ d’e´nergie de surface — note´e tantoˆt 2γ, tantoˆt Gc, et . . . k dans
cet article —, le crite`re de propagation de Griffith exigeant alors que l’on ait a` chaque instant 1
G ≤ k (2.1)
et qu’il n’y ait pas propagation tant que l’ine´galite´ est stricte. L’utilisation de ce crite`re passe par une
de´finition pre´cise et rigoureuse de G, ce qui pose quelques difficulte´s. Conside´rons pour simplifier un
milieu bidimensionnel contenant une fissure rectiligne susceptible de se propager en ligne droite. En
statique — cadre adopte´ de´sormais — G est alors de´fini comme la de´rive´e de l’e´nergie potentielle F
du milieu en e´quilibre sous un chargement donne´ par rapport a` la longueur de la fissure. Si un sens
mathe´matique pre´cis a` cette de´rive´e d’une grandeur (l’e´nergie) par rapport a` un domaine variable (le
milieu fissure´) n’a e´te´ donne´ que plus tard dans [15], son expression sous forme d’inte´grale inde´pendante
du contour avait e´te´ propose´e par Rice, cf. [46]. Le lien entre G et la singularite´ du champ des
contraintes en pointe de fissure dont en particulier les fameux facteurs d’intensite´ des contraintes, cf.
par exemple [12], fut e´tabli par Irwin pour un milieu bidimensionnel e´lastique line´aire (localement)
homoge`ne et isotrope, cf. [29] et [30]. Ceci avait l’avantage de permettre d’exprimer le crite`re en
terme des facteurs d’intensite´ des contraintes, mais eut aussi l’inconve´nient de focaliser l’attention sur
la question des singularite´s et de faire perdre le point de vue e´nerge´tique initial de Griffith. Si la
ge´ne´ralisation de la de´finition de G a` des milieux e´lastiques quelconques (he´te´roge`nes ou anisotropes ou
tridimensionnels) contenant des fissures de forme arbitraire ne pre´sente pas de difficulte´s majeures —
tout du moins sur le plan des principes —, la ge´ne´ralisation de la formule d’Irwin, par contre, n’a pas
encore e´te´ clairement e´tablie, faute d’une connaissance suffisante des singularite´s.
L’objet de cet article n’est pas de discuter la de´finition et les formes possibles de G, mais, en se
plac¸ant dans des situations ou` toutes les quantite´s ont un sens, de discuter des capacite´s de la the´orie de
Griffith a` rendre compte de l’e´volution des fissures. Ainsi, en conside´rant un milieu bidimensionnel,
1. L’e´criture du crite`re est tre`s souvent entoure´e d’un flou artistique dans la litte´rature : tantoˆt on le trouve e´crit
comme ici, tantoˆt on autorise l’ine´galite´ G > k, la propagation e´tant alors dite instable.
2.1. INTRODUCTION 35
en supposant le trajet de la fissure connu a priori et en admettant que l’e´nergie potentielle F est une
fonction de´rivable de la longueur ℓ de la fissure, le proble`me re´gissant l’e´volution de cette longueur en
fonction du temps t s’e´crit, suivant Griffith :
Trouver t 7→ ℓ(t) tel que ℓ(0) = ℓ0, dℓ
dt
(t) ≥ 0, −∂F
∂ℓ
(ℓ(t), t) ≤ k et
(
∂F
∂ℓ
(ℓ(t), t) + k
)
dℓ
dt
(t) = 0,
(2.2)
ou` la de´pendance explicite de F en t provient de la de´pendance en temps du chargement et les
diffe´rentes conditions correspondent respectivement a` la condition initiale, a` l’irre´versibilite´ de la
fissuration, au crite`re G ≤ k et a` la condition de non propagation tant que la restitution d’e´nergie
n’est pas suffisante.
C’est cette formulation qu’utilisent les inge´nieurs pre´occupe´s de suˆrete´ pour e´valuer le risque de
propagation d’un de´faut existant ou suppose´ dans une structure en service. Si elle connut et connaˆıt
encore un succe`s certain, elle pre´sente toutefois quelques lacunes faˆcheuses. E´nonc¸ons-les avant de les
examiner.
1. La premie`re concerne l’initiation de la fissuration : la the´orie de Griffith est fondamenta-
lement inapte a` rendre compte de l’apparition de fissures.
2. La deuxie`me concerne le trajet spatial de la fissuration : la the´orie de Griffith n’est pas
capable a` elle seule de de´terminer le trajet spatial des fissures.
3. La troisie`me concerne le trajet temporel de la fissuration : la the´orie de Griffith ne sait
traiter de fac¸on satisfaisante que les e´volutions progressives des fissures.
Ces insuffisances de la the´orie de Griffith sont pour l’essentiel connues de longue date et de
multiples ame´nagements — voire ravalements — y ont e´te´ apporte´s pour y reme´dier. Examinons-les.
1. Le proble`me de l’amorc¸age. Bien que la validite´ de notre affirmation soit connue, illustrons-
la de fac¸on sche´matique sur un exemple 2 et conside´rons un milieu bidimensionnel e´lastique line´aire
homoge`ne et isotrope, contenant une fissure rectiligne de longueur ℓ et soumis a` un chargement d’in-
tensite´ t sollicitant la fissure en mode I. Pour une fissure de petite taille, le facteur d’intensite´ des
contraintes KI est de l’ordre de t
√
ℓ et donc d’apre`s la formule d’Irwin G est de l’ordre de t2ℓ. Le
crite`re de Griffith dit donc qu’une fissure de longueur initiale ℓ se propagera pour un chargement de
l’ordre de 1/
√
ℓ. En faisant tendre ℓ vers 0, on en conclut que si le milieu n’est pas initialement fissure´,
aucune fissure ne pourra apparaˆıtre sous chargement fini 3. Pour pouvoir rendre compte de l’appari-
tion de la fissuration, la de´marche ge´ne´ralement suivie consiste a` abandonner l’hypothe`se d’e´lasticite´
pour le mate´riau et d’introduire une loi de comportement ine´lastique susceptible de “de´ge´ne´rer” en
fissuration. C’est en particulier avec cet objectif qu’est ne´e la me´canique de l’endommagement, cf.
[36], la notion de zone endommage´e venant remplacer celle de fissures. Il est effectivement possible de
construire des lois d’endommagement de fac¸on a` ce qu’un milieu s’endommage meˆme en partant d’un
milieu sain, et, moyennant l’introduction de longueur caracte´ristique dans les mode`les, de concentrer
l’endommagement sur des zones de faibles e´paisseurs ce qui permet de les assimiler a` des fissures. En
proce´dant ainsi l’objectif semble atteint et le premier de´faut de la the´orie de Griffith leve´ 4. Mais une
2. cf. la section 2.4.3 pour des re´sultats pre´cis.
3. Ce re´sultat est a` moduler suivant la pre´sence ou non de singularite´s fortes dans le proble`me d’e´lasticite´ initial, cf.
2.4.3.
4. En contrepartie, le milieu ne comporte plus ve´ritablement de fissures, ce qui n’est pas force´ment re´aliste.
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question de fond demeure : Que repre´sentent ces variables d’endommagement et d’ou` sortent leurs lois
d’e´volution ? Prenons par exemple un mate´riau composite a` inclusions, fragile, dans lequel l’endomma-
gement correspond a` de la microfissuration, i.e. des fissures de taille comparable a` celle des granulats 5.
Comme les de´fauts sont des fissures, on pourrait — voire on devrait — traiter directement le proble`me
de l’e´volution de ces fissures plutoˆt que passer par l’approche re´ductrice de mode`le d’endommagement
qui ne saura que repre´senter imparfaitement leur influence. La seule question serait alors de savoir
si ces fissures suivent ou non la the´orie de Griffith. Mais, si on adopte cette the´orie, on est oblige´,
compte tenu de l’incapacite´ de celle-ci a` cre´er des fissures, de supposer qu’il en existe initialement,
ce qui nous rame`ne au point de de´part. D’un autre coˆte´, que se passe-t-il lorsqu’on “oublie” que ces
de´fauts sont des microfissures et qu’on les glisse adroitement dans un mode`le d’endommagement ?
Comment se fait-il qu’en invoquant les concepts de contrainte effective, de potentiel de dissipation et
de mate´riau standard ge´ne´ralise´, on peut magiquement en faire apparaˆıtre ? Le tour de passe-passe est
e´videmment dans le choix de la loi d’e´volution de l’endommagement — et donc des microfissures ! —
qui est implicitement fait dans ces pre´sentations formelles et qui ne peut manifestement qu’eˆtre en
contradiction avec la the´orie de Griffith. Autrement dit cette fac¸on de faire revient a` adopter la loi
de Griffith pour les macrofissures et a` y renoncer pour les microfissures. Mais pourquoi adopterait-
on pour ces dernie`res une loi diffe´rente de celle re´gissant l’e´volution des premie`res ? Le de´coupage
micro-macro n’est-il pas qu’une vue de l’esprit ? Les fissures faisant 1/10 de granulat obe´issent-elles
a` des lois diffe´rentes de celles qui font 10 granulats ? Toujours est-il, qu’on le dise ou non, il faut de
toute fac¸on abandonner le crite`re Griffith si l’on veut rendre compte de l’apparition de fissures.
Mais, quitte a` le faire, ne peut-on pas faire l’e´conomie d’une the´orie pre´alable de l’endommagement ?
C’est le parti — disons meˆme le pari — que nous prenons dans cet article.
2. Le proble`me des trajets spatiaux. Pre´cisons notre affirmation pour un milieu bidimension-
nel. Si l’on ne fait aucune hypothe`se a priori sur le trajet que suivra la fissure 6, on a alors a` de´terminer
deux fonctions du temps — par exemple la position (x1(t), x2(t)) de la pointe de la fissure — et non plus
une seule. Comme le crite`re de Griffith ne fournit qu’une relation, il faut en introduire une deuxie`me.
Autrement dit, si l’on veut envisager des branchements, i.e. des discontinuite´s de la tangente, on
est oblige´ d’introduire un crite`re de branchement en plus du crite`re de propagation de Griffith,
ce dernier disant seulement quand la propagation a lieu alors que le premier aura en charge de dire
comment. Son choix donna lieu a` des de´bats passionne´s, voire de violentes pole´miques, cf. [5], [32]
et [6] pour une analyse approfondie pour des milieux bidimensionnels e´lastiques, homoge`nes et iso-
tropes — la question de sa ge´ne´ralisation a` d’autres milieux restant largement ouverte, cf. toutefois
[35] pour les milieux anisotropes. Mais la` n’est pas notre propos, car force est de constater que, d’une
part, la the´orie de Griffith n’est pas autoconsistante car le rajout d’un crite`re est ne´cessaire si l’on
ne veut pas se donner a priori le trajet des fissures, et que, d’autre part, quel que soit le crite`re de
bifurcation adopte´, on ne peut pre´voir ainsi que des e´volutions de fissure sous la forme de courbes de
classe C1 par morceaux, ce qui ne saurait couvrir tous les trajets possibles (croisements, arborescences,
fragmentations, multifissurations, . . . ).
3. Le proble`me des trajets temporels. Conside´rons encore une fois un milieu bidimension-
nel e´lastique line´aire homoge`ne et isotrope, contenant une fissure initiale rectiligne de longueur ℓ0.
Soumettons-le a` un chargement d’intensite´ croissante t sollicitant la fissure en mode I en envisageant
5. Le be´ton pourrait jouer ce roˆle.
6. Compte tenu de la remarque pre´ce´dente, on est de toute fac¸on oblige´ de supposer l’existence de fissure(s) initiale(s)
et on ne peut envisager que la propagation de celle(s)-ci.
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une propagation rectiligne de celle-ci. Il s’agit, en utilisant le crite`re de propagation de Griffith, de
de´terminer la fonction ℓ(t) donnant la longueur de la fissure en fonction de l’intensite´ du chargement.
Compte tenu du caracte`re e´lastique line´aire du comportement, le taux de restitution d’e´nergie se met
sous la forme G = t2g(ℓ) —ou de fac¸on e´quivalente F = t2f(ℓ). Envisageons alors deux cas quant a`
sa de´pendance vis a` vis de ℓ :
1. La fonction ℓ 7→ g(ℓ) est continue et de´croissante —F est donc convexe en ℓ. Alors le crite`re de
Griffith fournit l’e´volution suivante :
ℓ(t) =


ℓ0 si 0 ≤ t ≤ t0
g−1(
k
t2
) si t ≥ t0
avec t0 =
√
k
g(ℓ0)
,
autrement dit la fissure croˆıt continuˆment a` partir de l’instant t0 ;
2. La fonction ℓ 7→ g(ℓ) est continue et croissante —F est donc concave en ℓ. Alors le crite`re
de Griffith pre´voit que la fissure commencera a` se propager a` partir de l’instant t0, mais
comme ensuite on aura ne´cessairement t2g(ℓ(t)) > t20g(ℓ0) = k, on ne peut plus de´terminer ℓ(t) a`
partir du crite`re. La propagation de la fissure est de´cre´te´e instable, mot ne servant qu’a` traduire
l’impuissance de la the´orie.
En fait la the´orie n’a aujourd’hui apporte´e aucune solution quant au suivi des propagations dites
instables. Il existe bien suˆr des crite`res — lie´s a` la de´rive´e seconde de l’e´nergie — pour savoir si la
propagation, lorsqu’elle aura lieu, sera stable ou non, cf. [43] et [48], mais lorsque le crite`re dit qu’elle
est instable, on est incapable de dire pre´cise´ment — sans hypothe`ses supple´mentaires — comment et
jusqu’ou` elle se propagera. C’est d’autant plus regrettable que ces situations constituent plus la re`gle
que l’exception.
On pourrait re´sumer cet examen en disant que l’inconve´nient majeur de la the´orie de Griffith
est de ne pas laisser assez de liberte´ au de´veloppement spatio-temporel de la fissuration. Le principal
responsable en est le crite`re qui du fait meˆme de la de´finition du taux de restitution d’e´nergie n’est
pas pre´vu pour traiter les e´volutions non re´gulie`res que sont les cre´ations et les propagations brutales
de fissures. L’ide´al serait de trouver une loi de fissuration qui ne s’e´carterait pas trop de la the´orie de
Griffith tout en traitant les fissures comme des “surfaces de discontinuite´s libres d’apparaˆıtre et de
croˆıtre ou` et quand bon leur semble”. L’objectif de cet article est d’en proposer une et d’en analyser
les potentialite´s.
Cette nouvelle formulation s’affranchit des hypothe`ses classiques relatives a` l’existence d’une fissure
initiale et a` la propagation de la fissuration suivant des trajets pre´de´finis, et est capable de rendre
compte de l’apparition et de trajets spatio-temporels arbitraires de la fissuration, mais ce en renonc¸ant
(partiellement) au sacro-saint crite`re de Griffith. Elle reprend en fait sa notion originale d’e´nergie
de surface et consiste, a` un niveau de chargement donne´, a` chercher parmi tous les e´tats de fissuration
possibles — i.e. en pratique parmi tous ceux que l’on peut imaginer — celui conduisant a` un e´tat de
moindre e´nergie de la structure, l’e´nergie d’une structure dans un e´tat de fissuration donne´ incluant
son e´nergie de surface et son e´nergie e´lastique. Elle suit en cela des ide´es de´ja` mises en œuvre en
endommagement, cf. [21], [23] et [20] 7. A` ce jour, cette formulation ne fonctionne que dans le cadre
7. voir aussi [18] ou` une ide´e analogue est esquisse´e.
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restreint des milieux e´lastiques soumis a` des chargements du type de´placements impose´s, mais en
contrepartie s’applique a` des milieux uni-, bi- ou tri-dimensionnels, homo- ou he´te´ro-ge`nes, iso- ou
aniso-tropes. Elle permet de rendre compte de l’e´volution de la fissuration — depuis son apparition
jusqu’a` la rupture —, de traiter les proble`mes de de´cohe´sion, de de´laminage et de fissuration aux
encastrements, de tenir compte des conditions de contact unilate´ral entre les le`vres des fissures. La
Section 2 est consacre´e a` la pre´sentation de la nouvelle formulation. Dans la Section 3, on construit
les solutions exactes auxquelles elle conduit pour trois proble`mes basiques. La Section 4 pre´sente les
proprie´te´s majeures — que l’on a su e´tablir a` ce jour — de la the´orie revisite´e en les comparant a` celles
de la the´orie originelle. Enfin dans la Section 5 sont pre´sente´s les limites actuelles de notre formulation
avec quelques de´veloppements a` venir — souhaitables ou possibles.
2.2 La nouvelle formulation
Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, Ω de´signera un ouvert connexe borne´
de RN , 1 ≤ N ≤ 3, a` frontie`re ∂Ω re´gulie`re et repre´sentera la configuration de re´fe´rence d’un corps
e´lastique. Nous supposerons que Ω ne contient pas de fissure, i.e. Ω = int(Ω), et nous la de´signerons
comme la configuration saine du milieu.
2.2.1 De´finitions et Hypothe`ses
On commence par de´finir ce que l’on entend par e´tat de fissuration. Contrairement au cadre
classique de la me´canique de la rupture, on veut ici envisager des fissures en nombre et de forme
arbitraires. On leur demandera seulement d’eˆtre des ensembles de (N-1)-mesure de Hausdorff finie 8
— autrement dit, d’aire finie en 3D, de longueur finie en 2D, de cardinal fini en 1D — et d’avoir
une re´gularite´ suffisante pour que l’on puisse utiliser les re´sultats classiques d’existence et d’unicite´
de solutions de proble`mes d’e´lasticite´ pose´s sur les ouverts fissure´s 9. De plus, comme on envisage
e´galement des fissures aux encastrements du corps, une partie de la fissuration pourra correspondre a`
une partie du bord ∂Ω. Ceci nous conduit a` la de´finition suivante :
De´finition 2 (E´tats de fissuration Γ). Tout sous-ensemble Γ de Ω assez re´gulier et tel que HN−1(Γ)
soit fini est un e´tat de fissuration a priori admissible. L’ensemble de tels e´tats est note´ F :
F = {Γ ⊂ Ω | HN−1(Γ) < +∞} (2.3)
En suivant l’ide´e originelle de Griffith, nous attribuons a` tout e´tat de fissuration une e´nergie
de surface. Pour cela nous introduisons une fonction k : Ω × SN−1 → (0,+∞], (x, n) 7→ k(x, n),
repre´sentant l’e´nergie ne´cessaire pour cre´er un e´le´ment de fissure au point x de mesure unitaire et
d’orientation n. Ceci nous conduit alors a` la
De´finition 3 (E´nergie de surface Es(Γ)). Soit Γ ⊂ F . On appelle e´nergie de surface du corps dans
son e´tat de fissuration Γ le nombre Es(Γ) de´fini par
Es(Γ) =
∫
Γ
k(x, n(x))dHN−1(x) (2.4)
8. On dit aussi de codimension 1.
9. Signalons a` ce propos que la plupart des questions relatives a` la re´gularite´ seront e´lude´es dans cet article.
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Ceci appelle un certain nombre de commentaires.
⋆ Remarque.
⋆ La densite´ d’e´nergie de surface k est strictement positive, sans quoi on pourrait fissurer le milieu
sans apport d’e´nergie ;
⋆ La densite´ d’e´nergie de surface k peut eˆtre infinie. Ce sera le cas pour un mate´riau conside´re´
comme “incassable”, la moindre fissuration, qui exigerait un apport infini d’e´nergie, ne pourra
avoir lieu ;
⋆ Si k est inde´pendant de x et de n — cas d’un milieu homoge`ne et isotrope —, alors l’e´nergie de
surface est proportionnelle a` l’aire de la surface, ce qui est l’hypothe`se de Griffith.
⋆ La densite´ d’e´nergie de surface k peut de´pendre du point x de Ω. Ce sera le cas pour un milieu
he´te´roge`ne. Pour un milieu diphasique par exemple, k prendra la valeur k1 dans la phase 1, la
valeur k2 dans la phase 2, une valeur e´ventuellement diffe´rente ki aux interfaces entre les deux
phases et, si besoin est, encore d’autres valeurs au bord ∂Ω du corps. Cette possibilite´ sera
exploite´e pour traiter les phe´nome`nes de de´cohe´sion, cf. Section 5 ;
⋆ La densite´ d’e´nergie de surface k peut de´pendre de l’orientation de la fissure. Ce sera le cas
pour un mate´riau anisotrope, l’e´nergie ne´cessaire pour cre´er une fissure de taille donne´e pouvant
de´pendre de son orientation ;
⋆ Compte tenu du crite`re de fissuration que l’on adoptera par la suite, seuls les e´tats de fissuration
d’e´nergie de surface finie pourront arriver.
⋆ Nous de´signerons de´sormais la densite´ d’e´nergie de surface k(x, n) comme e´tant la te´nacite´ du
milieu au point x dans la direction n.
De´finissons maintenant le chargement auquel est soumis le corps. Nous nous limitons a` des char-
gements du type de´placements impose´s, les raisons de cela seront expose´es a` la fin de cet article. Plus
pre´cise´ment, nous adoptons les hypothe`ses suivantes :
1. Les forces volumiques sont nulles ;
2. Envisageons le corps dans un e´tat de fissuration Γ. La configuration “fissure´e” du corps est note´e
ΩΓ, la partie inte´rieure de la fissure Γi et sa partie sur la frontie`re Γb :
ΩΓ = int(Ω\Γ), Γb = Γ ∩ ∂Ω, Γi = Γ\Γb. (2.5)
Les fissures sont des surfaces (ensembles de codimension 1) a` travers lesquelles les de´placements
peuvent eˆtre discontinus 10. En orientant localement ces surfaces et en de´signant par n la normale
unitaire oriente´e, un champ de de´placement admissible v prendra a priori deux limites diffe´rentes,
note´es classiquement v− et v+, suivant le coˆte´ par lequel on s’approche d’un point de la surface.
Le saut sera note´ [[v]], [[v]] = v+ − v−. Suivant que l’on impose ou non des conditions de non
interpe´ne´tration des le`vres des fissures, ce saut est soumis ou non a` des restrictions. De meˆme
les conditions aux limites portant sur le vecteur contrainte diffe`rent suivant le type de condition
adopte´. Ici, nous envisageons les deux plus classiques : les le`vres de(s) fissure(s) inte´rieures 11
10. Mais qui peut le plus, peut le moins. Il peut aussi arriver que les de´placements y soient continus.
11. Il s’agit de l’inte´rieur du milieu sain Ω, car Γi fait e´videmment partie du bord du milieu fissure´ ΩΓ.
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seront suppose´es soit dans des conditions de contact unilate´ral sans frottement, soit dans des
conditions de non contact. Suivant le cas, les conditions aux limites sur les le`vres de Γi s’e´crivent :
Contact unilate´ral sans frottement σn = sn, s ≤ 0, [[u]] · n ≥ 0, s[[u]] · n = 0 ;
Non contact σn = 0.
3. On voudrait imposer les de´placements d’une partie ∂DΩ du bord. Les conditions aux limites a`
e´crire sur ∂DΩ diffe`rent suivant que ce bord est fissure´ ou non. Pour les e´crire, on proce`de en
deux temps. On se donne tout d’abord un champ de de´placement U , de´fini sur ∂DΩ et de´pendant
du temps qui correspondrait aux de´placements impose´s si le corps n’e´tait pas fissure´ sur le bord.
On distingue ensuite les parties du bord suivant qu’elles font partie ou non de la fissure :
(a) Sur la partie non fissure´e ∂DΩ\Γb, on e´crit u = U , les de´placements sont effectivement
impose´s a` la valeur U ;
(b) Sur la partie fissure´e ∂DΩ ∩ Γb, on e´crit soit des conditions de contact unilate´ral sans
frottement, soit des conditions de non contact, i.e., en notant n la normale unitaire sortant
de Ω et u− la trace de u sur ∂DΩ ∩ Γb lorsque l’on vient de Ω :
Contact unilate´ral sans frottement σn = sn, s ≤ 0, (U−u−) ·n ≥ 0, s(U−u−) ·n = 0.
Non contact σn = 0 ;
4. Sur la partie ∂FΩ du bord, comple´mentaire de ∂DΩ les forces surfaciques exerce´es par l’exte´rieur
sont nulles.
 Γ b
 Γ i  ∂   ΩD
 ∂   ΩD
 ∂   ΩF
 ∂   ΩF
Figure 2.1 – E´tat de fissuration et de chargement du milieu.
Il est clair que les conditions aux limites de contact unilate´ral sont plus ge´ne´rales et plus re´alistes
que celles de non contact, ces dernie`res n’interdisant pas l’interpe´ne´tration des le`vres des fissures.
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Toutefois, en pratique comme dans la suite de cet article, on se contente souvent de ne traiter que les
conditions de non contact du fait de leur simplicite´. Les hypothe`ses pre´ce´dentes conduisent naturelle-
ment a` la
De´finition 4 (Chargement U). Soient Γ un e´tat de fissuration du milieu, Γ ∈ F , et U : ∂DΩ → RN
un champ de de´placements “re´gulier”. Le chargement du milieu fissure´ est caracte´rise´ par la nullite´
du travail des efforts exte´rieurs donne´s et l’ensemble des champs de de´placement cine´matiquement
admissibles C(Γ, U) qui, suivant les hypothe`ses de contact adopte´es, est de´fini par :
– Contact unilate´ral sans frottement :
C(Γ, U) = {v : ΩΓ → RN |[[v]] · n ≥ 0 sur Γi, v = U sur ∂DΩ\Γb, (U − v−) · n ≥ 0 sur ∂DΩ ∩ Γb} ;
(2.6)
– Non contact :
C(Γ, U) = {v : ΩΓ → RN | v = U sur ∂DΩ\Γb} . (2.7)
⋆ Remarque. Rappelons que ces champs de de´placements admissibles peuvent eˆtre discontinus sur Γ.
La re´gularite´ que l’on doit leur exiger de´pend de la loi de comportement envisage´e. Ainsi, en e´lasticite´
line´aire, pour que v soit d’e´nergie finie, il faut et il suffit qu’il soit dans H1(ΩΓ;R
N ).
Passons maintenant aux hypothe`ses relatives au comportement du milieu. Nous nous restreignons
de´libe´re´ment aux mate´riaux purement e´lastiques subissant des de´formations infinite´simales. Si l’ex-
tension aux de´formations finies pourrait eˆtre effectue´e sans modification majeure, par contre la prise
en compte d’effets ine´lastiques —la plasticite´ par exemple— n’est pas envisage´e dans ce travail. En
notant ǫ(u) le champ de de´formation associe´ au champ de de´placement u, i.e., compte tenu du cadre
adopte´, la partie syme´trique du gradient de u : ǫ(u) = (∇u+∇uT )/2, le comportement de tout point
mate´riel x du milieu continu est donc caracte´rise´ par un potentiel e´lastique W (x, ·) dont de´rive la
relation contrainte-de´formation :
σ(x) =
∂W
∂ǫ
(x, ǫ(u)(x)). (2.8)
Nous supposons en outre queW est une fonction strictement convexe de ǫ et coercive, i.e. limǫ→∞W (x, ǫ)/‖ǫ‖ =
+∞. Ces conditions sont remplies si W (x, ǫ) = 12A(x)ǫ · ǫ avec
0 < amǫ · ǫ ≤ A(x)ǫ · ǫ ≤ aM ǫ · ǫ < +∞ ∀x ∈ Ω,∀ǫ 6= 0,
ce qui correspond au cadre fre´quemment adopte´ —dans la litte´rature, mais aussi dans cet article 12—
de l’e´lasticite´ line´aire(he´te´roge`ne, anisotrope). Moyennant ces hypothe`ses, on a le re´sultat classique
suivant, cf. [16], [17], [42] et [28] par exemple :
Proposition 1 (De´placement a` l’e´quilibre). Le champ des de´placements u du milieu, a` l’e´quilibre dans
un e´tat de fissuration Γ et sous un chargement U , est l’unique solution —a` des e´ventuels de´placements
rigides pre`s— du proble`me de minimisation suivant :{
Trouver u ∈ C(Γ, U) tel que ∀v ∈ C(Γ, U),∫
ΩΓ
W (x, ǫ(u)(x)) dx ≤ ∫ΩΓ W (x, ǫ(v)(x)) dx. (2.9)
12. De nombreux re´sultats sont pre´sente´s dans ce cadre restreint, mais la formulation que nous proposons vaut dans
le cadre ge´ne´ral.
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⋆ Remarque.
⋆ L’existence d’une solution a` ce proble`me de minimisation exige un peu de re´gularite´ des donne´es
ge´ome´triques ∂Ω, Γ et ∂DΩ, du de´placement impose´ U et de la de´pendance en x du potentiel
e´lastique. C’est e´videmment la re´gularite´ de la forme des fissures qui est le plus sujette a` caution,
puisque cette re´gularite´, a` un instant donne´, est fonction de la loi d’e´volution que l’on va adopter.
⋆ Cette proprie´te´ de minimum de l’e´nergie e´lastique du milieu a` l’e´quilibre est e´videmment une
conse´quence de l’hypothe`se de convexite´ de W , qui n’est elle-meˆme raisonnable qu’en petites
de´formations.
⋆ Le type de conditions aux limites adopte´ sur les surfaces fissure´es ne joue qu’un roˆle secondaire
dans l’e´tablissement de cette proprie´te´ — mais la solution et la valeur du minimum en de´pendent
e´videmment fortement—, la seule diffe´rence e´tant qu’ on minimise l’e´nergie e´lastique sur un
convexe dans le cas de conditions unilate´rales et sur un espace affine dans le cas de conditions
de non contact.
⋆ En e´lasticite´ finie, il faudrait “relaxer” l’hypothe`se de convexite´, en optant par exemple pour
une condition plus faible du type polyconvexite´. L’unicite´ des positions d’e´quilibres ne serait
plus alors garantie, mais, pour des raisons de stabilite´, seules celles qui correspondraient a` des
minima (locaux) de l’e´nergie seraient a` retenir, cf. [13].
En supposant que les conditions de re´gularite´ sont remplies de fac¸on a` ce que la Proposition 1 soit
vraie, on est en mesure de de´finir l’e´nergie e´lastique du milieu, a` l’e´quilibre. Ceci fait l’objet de la
De´finition 5 (E´nergie e´lastique Ed(Γ, U) a` l’e´quilibre). Soient Γ un e´tat de fissuration et U un e´tat
de chargement du milieu. On de´finit son e´nergie e´lastique Ed(Γ, U) associe´e comme e´tant l’e´nergie
e´lastique du milieu a` l’e´quilibre (dans cet e´tat de fissuration et sous ce chargement) :
Ed(Γ, U) = min
v∈C(Γ,U)
∫
ΩΓ
W (x, ǫ(v)(x))dx. (2.10)
Les fonctionnelles e´nergie e´lastique et e´nergie de surface jouissent de proprie´te´s de monotonie,
d’homoge´ne´ite´ ou de positivite´ qui nous seront utiles. E´tablissons-les.
Proposition 2 (Proprie´te´s des e´nergies). L’e´nergie e´lastique et l’e´nergie de surface posse`dent les
proprie´te´s suivantes :
1. Es est une fonction positive, strictement croissante de Γ ;
2. Ed est une fonction de´croissante de Γ, a` U fixe´ ;
3. Pour un milieu line´airement e´lastique, i.e. W (x, ǫ) = 12A(x)ǫ · ǫ, Ed est une fonction positive et
positivement homoge`ne de degre´ 2 de U, i.e.
Ed(Γ, tU) = t
2Ed(Γ, U) ∀t ≥ 0. (2.11)
Preuve. La positivite´ et la croissance de l’e´nergie de surface sont e´videntes. La de´croissance de
l’e´nergie e´lastique en fonction de Γ tient a` la proprie´te´ de minimum (2.10). En effet, si Γ2 ⊂ Γ1, alors
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C(Γ2, U) ⊂ C(Γ1, U) et min
v∈C(Γ2,U)
J(v) ≥ min
v∈C(Γ1,U)
J(v).
Dans le cas d’un milieu line´airement e´lastique, la positivite´ de Ed est e´vidente. De plus, il est facile
de ve´rifier que, aussi bien avec des conditions de contact unilate´rales qu’avec des conditions de non
contact, on a, pour t ≥ 0 :
C(Γ, tU) = tC(Γ, U) et
∫
ΩΓ
W (x, ǫ(tv)(x))dx = t2
∫
ΩΓ
W (x, ǫ(v)(x))dx,
ce qui assure la proprie´te´ d’homoge´ne´ite´ annonce´e.
Enfin, on de´finit l’e´nergie (totale) Ed(Γ, U) du milieu dans un e´tat de fissuration Γ et sous un
chargement U comme e´tant la somme de son e´nergie e´lastique et de son e´nergie de surface :
E(Γ, U) = Ed(Γ, U) +Es(Γ). (2.12)
⋆ Remarque. Ce faisant nous adoptons implicitement un cadre quasistatique en ne conside´rant que les
e´tats d’e´quilibre associe´s a` chaque niveau de chargement et en ne´gligeant l’e´nergie cine´tique. Ceci ne
nous empeˆchera pas pour autant d’envisager des e´volutions discontinues en “temps” de la fissuration
puisque dans cette approche quasistatique le temps n’est rien d’autre qu’un parame`tre servant a` de´crire
le trajet de chargement.
Nous avons maintenant tous les e´le´ments pour formuler la loi d’e´volution de la fissuration du milieu
sous l’effet des variations du chargement applique´. Ceci fait l’objet de la sous-section qui suit.
2.2.2 Loi d’e´volution de la fissuration
Conside´rons une e´volution du chargement du corps consistant en la donne´e d’un chemin dans
l’espace des fonctions de ∂DΩ
13 dans RN . Ce chemin est parame´tre´ par t, parame`tre croissant depuis
0 que nous appelons temps bien qu’il puisse n’avoir aucun lien avec le Temps de la Physique. Cette
de´pendance en temps du chargement sera de´sormais explicite : t 7→ U(t). Donnons-nous l’e´tat de
fissuration initial du milieu, i.e. l’e´le´ment Γ0 ∈ F 14 correspondant a` l’e´tat de fissuration du milieu
avant le de´but du processus de chargement conside´re´. De´terminer l’e´volution de la fissuration dans le
corps consiste a` trouver le chemin t 7→ Γ(t) que va de´crire la fissuration dans F . Ce chemin de´pend a
priori du chemin de chargement et de l’e´tat de fissuration initial. Il nous reste donc a` introduire cette
loi d’e´volution de la fissuration.
De fac¸on sche´matique, la loi que nous allons adopter consiste a` chercher, a` chaque instant, l’e´tat
de fissuration tel que le corps soit dans un e´tat de moindre e´nergie. Si l’on adoptait exactement ce
principe-la`, la loi d’e´volution se re´duirait au proble`me d’optimisation suivant :
Pour t ≥ 0, trouver Γ(t) ∈ F tel que E(Γ(t), U(t)) ≤ E(Γ, U(t)), ∀Γ ∈ F . (2.13)
13. Nous supposons pour simplifier que la partie du bord ou` les de´placements sont impose´s ne de´pend pas du temps.
14. Γ0 est l’ensemble vide si le milieu est sain au de´but du chargement conside´re´.
44 CHAPITRE 2. LA THE´ORIE DE GRIFFITH DE LA RUPTURE FRAGILE REVISITE´E
L’e´tat de fissuration ne de´pendrait alors que de l’e´tat de chargement mais pas du chemin de char-
gement. L’irre´versibilite´ de la fissuration ne serait donc pas prise en compte. Pour preuve, conside´rons
le cas suivant : Supposons que le milieu soit line´airement e´lastique et que le chargement a` un instant
donne´ soit nul, U = 0. Alors, il n’est pas difficile de ve´rifier que c’est le milieu sain — correspondant
donc a` Γ = ∅ — qui posse`de l’e´nergie la plus faible. En effet, il vient imme´diatement a` partir des
de´finitions et des proprie´te´s e´videntes de positivite´ des e´nergies que
E(∅, 0) = 0 ≤ E(Γ, 0) = Es(Γ), ∀Γ ∈ F , (2.14)
l’ine´galite´ e´tant stricte de`s lors que HN−1(Γ) > 0. Le milieu reviendrait donc dans son e´tat sain,
inde´pendamment de tout ce qu’il aurait subi auparavant. La de´charge serait le reme`de miracle pour
cicatriser toute fissure. Il n’en est manifestement pas ainsi, il faut donc introduire l’irre´versibilite´ de la
fissuration. Exigeons de´sormais que t 7→ Γ(t) soit une fonction croissante au sens de l’inclusion, i.e. :
t2 > t1 =⇒ Γ(t2) ⊃ Γ(t1). (2.15)
La difficulte´ re´side maintenant dans la formulation du principe de moindre e´nergie que nous pos-
tulons comme loi re´gissant l’e´volution de la fissuration. En vertu de ce que nous venons de remarquer,
nous ne pouvons plus e´crire l’ine´galite´ dans (2.13) pour tout Γ ∈ F . Commenc¸ons par donner la
formulation “discre´tise´e en temps” de la loi d’e´volution.
Loi d’e´volution en temps discret
Conside´rons une suite croissante d’instants :
0 = t0 < t1 < · · · < ti−1 < ti < · · ·
et notons Ui et Γi les suites de chargements et d’e´tats de fissuration correspondants :
Ui = U(ti), Γi = Γ(ti).
Connaissant l’e´tat de fissuration initial Γ0, l’e´volution de la fissuration se de´duit par induction du
principe de moindre e´nergie. Pre´cise´ment, la loi se formule comme suit :
Loi 1 (E´volution discre`te de la fissuration). Soient Γ0 ∈ F l’e´tat de fissuration initial et (Ui)i≥1 la
se´quence de chargement. Les e´tats de fissuration successifs Γi ∈ F sont re´gis, pour i ≥ 1, par :
Γi ⊃ Γi−1 (2.16)
E(Γi, Ui) ≤ E(Γ, Ui), ∀Γ ∈ F ,Γ ⊃ Γi−1 (2.17)
L’irre´versibilite´ est traduite par (2.16). A` chaque pas de temps, (2.17) exige que l’e´tat de fissuration
effectif Γi soit celui qui posse´dera la plus petite e´nergie parmi ceux qui sont plus grands que les e´tats
ante´rieurs. De ce fait, l’e´volution de la fissuration de´pend du trajet de chargement, contrairement
a` ce que l’on obtenait en conside´rant (2.13). On l’obtient en re´solvant une suite de proble`mes de
minimisation d’e´nergie.
Le seul inconve´nient de la loi ainsi formule´e tient a` ce que la solution de´pend a priori de la
discre´tisation choisie. L’e´volution re´elle devrait eˆtre vue comme une limite des e´volutions discre`tes
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lorsque l’on fait tendre le pas de temps vers ze´ro. Des difficulte´s mathe´matiques de taille ne man-
queraient pas de surgir si l’on essayait d’obtenir des re´sultats de convergence pre´cis. Nous ne nous
risquerons pas dans cette voie dans cet article. Toutefois, nous nous proposons de de´duire une loi
d’e´volution en temps continu en partant de la loi discre`te pre´ce´dente, en conside´rant un type particu-
lier de chargement, dits chargements line´aires croissants, en supposant le milieu line´airement e´lastique
et en passant formellement a` la limite lorsque le pas de temps tend vers 0.
Loi d’e´volution en temps continu
On a besoin au pre´alable d’introduire quelques de´finitions et notations.
De´finition 6 (Chargements line´aires croissants). On dit que le milieu est soumis a` un chargement
line´aire croissant lorsque U(t) est de la forme
U(t) = tU0, t ≥ 0. (2.18)
⋆ Remarque. Dans cette particularisation de la de´pendance en temps des de´placements impose´s c’est
e´videmment la line´arite´ vis a` vis de U0 qui est importante et non celle vis a` vis de t. Autrement dit,
on aurait pu conside´rer de fac¸on plus ge´ne´rale des de´placements impose´s de la forme U(t) = f(t)U0,
avec f fonction croissante de t valant 0 en 0, tous les re´sultats qui suivent s’en trouveraient inchange´s.
En prenant f(t) = t, on ne fait que choisir une e´chelle de temps, mais toute autre, qui respecterait —
pour des raisons d’irre´versibilite´ — le sens du temps, ferait aussi bien l’affaire dans cette approche
quasistatique ou` tout effet inertiel est ne´glige´.
Nous devons envisager des e´volutions arbitraires de la fissuration — puisque c’est un des objectifs
affiche´s —, en particulier des e´volutions non re´gulie`res en temps ou`, a` un instant donne´, la fissuration
peut brusquement s’accroˆıtre d’une surface d’aire finie. La fonction t 7→ Γ(t) peut donc eˆtre discontinue.
Toutefois comme elle doit eˆtre croissante pour respecter la condition d’irre´versibilite´, on peut toujours
de´finir une limite avant (a` gauche) et une limite apre`s (a` droite), limites que l’on note respectivement
Γ−(t) et Γ+(t) :
Γ−(t) =
⋃
s<t
Γ(s), Γ+(t) =
⋂
s>t
Γ(s). (2.19)
De´finition 7 (E´volutions brutale ou continue de la fissuration). On dit que l’e´volution de la fissuration
est brutale a` un instant t si Γ−(t) 6= Γ+(t) et qu’elle est continue sinon, i.e. si Γ−(t) = Γ(t) = Γ+(t).
On est maintenant en mesure d’e´noncer la loi d’e´volution en temps continu se de´duisant formelle-
ment de la loi discre`te pour des chargements line´aires croissants.
Loi 2 (E´volution en temps continu de la fissuration). Le milieu est suppose´ e´lastique line´aire. Soient
Γ0 ∈ F l’e´tat de fissuration initial et U(t) = tU0, t ≥ 0, un chargement line´aire croissant du milieu.
L’e´volution t 7→ Γ(t) de la fissuration, pour t ≥ 0, est re´gie par
(L0) La condition initiale : Γ−(0) = Γ0 ;
(L1) La condition d’irre´versibilite´ : t 7→ Γ(t) croissant ;
(L2) La premie`re condition d’optimalite´ : E(Γ(t), tU0) ≤ E(Γ, tU0), ∀Γ ⊃ Γ−(t) ;
(L3) La seconde condition d’optimalite´ : E(Γ(t), tU0) ≤ E(Γ(s), tU0), ∀s, 0 ≤ s ≤ t.
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Remarquons que la condition initiale (L0) porte sur la limite avant en t = 0, car il se pourrait
a priori qu’il y ait une fissuration brutale en t = 0. En fait, nous verrons qu’il n’en est rien et que
Γ−(0) = Γ(0) = Γ0, cf. la remarque qui suit. On passe de (2.17) a` (L2) en remplac¸ant formellement ti
par t et Γi−1 par Γ
−(t). La loi (L2) exige que l’e´nergie que posse´dera le milieu a` un instant t soit plus
petite que l’e´nergie qu’il aurait si son e´tat de fissuration e´tait plus grand, autrement dit d’e´crire (2.13)
pour tout Γ contenant Γ−(t). Malheureusement, cette loi seule — en plus de l’irre´versibilite´ et de la
condition initiale — se re´ve`le insuffisante pour trouver l’e´volution de la fissuration. Plus exactement,
on trouvera en ge´ne´ral trop de fonctions t 7→ Γ(t) croissantes, ve´rifiant (L0)–(L2). Nous en donnerons
des exemples par la suite. C’est (L3) qui constitue la condition “manquante”. Elle exige que le milieu
soit dans un e´tat de fissuration effectif a` l’instant t correspondant a` une e´nergie moindre que s’il
e´tait reste´ dans un e´tat de fissuration ante´rieur (donc plus petit). Cette condition (L3) n’est pas une
conse´quence de (L2). Contrairement a` (L2), nous ne sommes arrive´s a` la de´duire (formellement) de
(2.17) que pour des chargements line´aires croissants et des milieux e´lastiques line´aires. Pour cela, on
commence par e´tablir la Proposition suivante :
Proposition 3. Supposons que le milieu soit line´airement e´lastique et soumis a` un chargement line´aire
croissant. On a alors l’implication suivante :
Γ′ ⊃ Γ, E(Γ′, tU) ≤ E(Γ, tU) =⇒ E(Γ′, sU) ≤ E(Γ, sU), ∀s ≥ t. (2.20)
Preuve. Du fait de l’homoge´ne´ite´ de Ed, on a
E(Γ, sU)− E(Γ′, sU) = E(Γ, tU) − E(Γ′, tU) + (s2 − t2) (Ed(Γ, U)− Ed(Γ′, U)) .
Le deuxie`me membre est positif du fait de l’hypothe`se et de la proprie´te´ de de´croissance de Ed avec
Γ.
Conside´rons maintenant une solution (Γi)i≥0 du proble`me discret. Comme Γi ⊃ Γi−1 et que
E(Γi, tiU) ≤ E(Γi−1, tiU), on a, en vertu de (2.20),
E(Γi, tU) ≤ E(Γi−1, tU) ∀t ≥ ti.
En proce´dant par induction, il vient imme´diatement
E(Γi, tiU) ≤ E(Γj , tiU) ∀j ≤ i.
En remplac¸ant formellement Γi par Γ(t), ti par t et Γj par Γ(s), s ≤ t on tombe exactement sur (L3).
⋆ Remarque. Ve´rifions que l’on a toujours Γ(0) = Γ0. En utilisant (L2) en t = 0 et en tenant compte
de la condition initiale (L0) on obtient Es(Γ(0)) ≤ Es(Γ0). Mais d’apre`s la condition d’irre´versibilite´
(L1) et la proprie´te´ de croissance de l’e´nergie de surface, on doit aussi avoir Γ(0) ⊃ Γ0 et Es(Γ(0)) ≥
Es(Γ0). On a donc Γ(0) = Γ0 ( a` un ensemble de HN−1-mesure nulle pre`s).
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2.3 Quelques solutions exactes
Cette section a un but multiple. D’une part, elle sert a` tester l’efficience de la loi d’e´volution
propose´e dans la section pre´ce´dente en la faisant fonctionner sur des exemples simples dont on peut
obtenir la solution exacte, solution dont on discutera la pertinence. Mais elle met aussi en e´vidence
l’originalite´ et les potentialite´s de la nouvelle formulation en traitant des cas que l’ancienne est inapte
a` prendre en compte. De plus, on verra apparaˆıtre a` travers ces exemples des proprie´te´s ge´ne´rales
que nous e´tablirons dans la prochaine section. Nous nous placerons dans le cadre des hypothe`ses nous
ayant permis de formuler la loi d’e´volution en temps continu, a` savoir : milieu e´lastique line´aire et
chargement line´aire croissant.
2.3.1 Milieu unidimensionnel
Nous conside´rons tout d’abord un milieu unidimensionnel (N = 1) dont la configuration de
re´fe´rence est Ω = (0, L). Le milieu est (e´ventuellement) he´te´roge`ne de coefficient d’e´lasticite´ A(x) =
E(x)S, E(x) e´tant le module d’Young du mate´riau constitutif au point x et S ayant la dimension
d’une surface, et de densite´ d’e´nergie de surface k(x, n) = κ(x)S, κ ayant la dimension d’une e´nergie
par unite´ de surface — alors que k a la dimension d’une e´nergie 15. Les e´tats de fissuration possibles
de ce milieu 1D sont les sous-ensembles de [0, L] constitue´s d’un ensemble fini de points :
F = {∅} ∪ F0, F0 = {Γ = {x1, . . . , xn} | n ∈ N∗, xi ∈ [0, L], 1 ≤ i ≤ n} . (2.21)
Partant du milieu dans son e´tat sain, Γ−(0) = ∅, les deux extre´mite´s x = 0 et x = L ont leur
de´placement impose´ respectivement a` 0 et εt, t croissant depuis 0, ε = ±1 — ε = +1 correspondant
a` une traction et ε = −1 a` une compression —, i.e.
∂DΩ = {0, L}, u+(0) = 0, u+(L) = εt.
Nous allons tour a` tour traiter de´terminer le proble`me d’e´volution de la fissuration en envisageant
soit des conditions unilate´rales de contact soit des conditions de non contact. Commenc¸ons par ces
dernie`res.
Conditions de non contact
Calculons les e´nergies du milieu a` un instant t, suivant qu’il est ou non fissure´.
– Milieu sain. L’e´nergie de surface est nulle et l’e´nergie e´lastique s’obtient sans difficulte´ :
E(∅, εt) = 1
2
ES
t2
L
, avec
1
E
=
1
L
∫ L
0
1
E(x)
dx. (2.22)
– Milieu fissure´. Conside´rons un e´tat de fissuration Γ ∈ F0, Γ = {x1, . . . , xn}. Il est facile
de ve´rifier que l’e´nergie e´lastique est nulle, chaque “morceau” subissant une translation pure.
L’e´nergie se re´duit donc a` l’e´nergie de surface :
E(Γ, εt) =
n∑
i=1
κ(xi)S. (2.23)
15. Ces notations sont introduites de fac¸on a` pouvoir comparer les re´sultats de cet exemple 1D avec ceux d’un milieu
3D.
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Munis de ces expressions des e´nergies, nous nous proposons de montrer successivement que le
milieu ne se fissure pas tant que le chargement n’a pas atteint une valeur critique tr , mais qu’il se
rompt de`s que le chargement de´passe cette valeur critique. Pre´cise´ment, nous allons e´tablir :
Γ(t) =
{ ∅ si 0 ≤ t < tr
{x1} si t > tr , (2.24)
ou`
tr =
√
2κmL
E
, κm = inf
x∈[0,L]
κ(x), x1 ∈ {x ∈ [0, L]| κ(x) = κm}. (2.25)
Preuve. Montrons tout d’abord que le milieu reste sain tant que t < tr. Tout d’abord en utilisant la
loi (L2) en t = 0, on a E(Γ(0), 0) ≤ E(∅, 0) = 0 et donc Γ(0) = ∅. Ensuite, on ne peut trouver un
t < tr tel que Γ(t) 6= ∅, car sinon on aurait Γ(t) = Γr ∈ F0, et, en utilisant la loi (L3) avec s = 0,
Es(Γr) ≤ E(∅, εt), ce qui conduirait a`
κmS ≤
n∑
i=1
κ(xi)S ≤ 1
2
ES
t2
L
<
1
2
ES
t2r
L
= κmS,
i.e. une contradiction.
Montrons ensuite que le milieu se fissure, i.e. Γ(t) ∈ F0, de`s que t > tr. Sinon on aurait Γ(t) = ∅
pour un t > tr. Mais alors, d’apre`s la loi (L2), on devrait avoir, en prenant Γ = {x1}, E(Γ, εt) ≥
E(∅, εt), ce qui conduirait a`
κ(x1)S ≥ 1
2
ES
t2
L
, ∀x1 ∈ [0, L].
En prenant l’infimum en x1, il viendrait
κmS ≥ 1
2
ES
t2
L
>
1
2
ES
t2r
L
= κmS,
d’ou` une contradiction.
Montrons que E(Γ(tr), εtr) = κmS. Comme Γ
−(tr) = ∅, la loi (L2) donne E(Γ(tr), εtr) ≤ κmS.
Mais comme E(∅, εtr) = κmS et que E(Γ, εtr) ≥ κmS pour tout Γ ∈ F0, on a en fait l’e´galite´. De plus
on a ne´cessairement Γ+(tr) ∈ F0 puisque Γ(t) ∈ F0,∀t > tr. En utilisant la loi (L3) avec t > s > tr, ,
il vient
κmS ≤ Es(Γ(t)) = E(Γ(t), εt) ≤ E(Γ(s), εt) = Es(Γ(s)) = E(Γ(s), εs) ≤ E(Γ(tr), εs). (2.26)
Comme Γ(t) ⊃ Γ(s), on a aussi Es(Γ(t)) ≥ Es(Γ(s)) et donc en fait Γ(t) = Γ(s). Par conse´quent
Γ(t) = Γ+(tr), ∀t > tr. En reportant et en passant a` la limite dans (2.26) quand s → tr, on obtient
Es(Γ
+(tr)) = κmS et donc Γ
+(tr) = {x1}, x1 e´tant un point de moindre te´nacite´. En re´sume´, a` partir
du chargement tr le milieu n’est fissure´ qu’en un et un seul point, du fait de l’irre´versibilite´ ce point
ne de´pend pas de t et que c’est un des points de te´nacite´ minimale 16.
16. Voir la remarque ci-apre`s si un tel point n’existe pas.
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Conditions unilate´rales de contact
L’e´nergie du milieu sain est inchange´e. Par contre le calcul des e´nergies d’un milieu fissure´ est
a` reconside´rer en distinguant le chargement de traction de celui de compression. Soit Γ ∈ F0, Γ =
{x1, . . . , xn} :
– Traction : ε = +1. L’e´nergie de surface est donne´e par (2.23) et l’e´nergie e´lastique est nulle.
En effet, le champ de de´placement consistant en un de´placement nul des n premiers morceaux
et une translation t du dernier est cine´matiquement admissible car il ve´rifie les conditions de
non-interpe´ne´tration ([[u]](xi) ≥ 0) et son e´nergie e´lastique correspondante est nulle 17. On a
donc les meˆmes expressions que dans le cas des conditions de non contact.
– Compression : ε = −1. L’e´nergie de surface est toujours donne´e par (2.23), mais par contre
nous ne pouvons plus faire le raisonnement pre´ce´dent sur l’e´nergie e´lastique, le champ de
de´placement envisage´ pre´ce´demment n’e´tant plus cine´matiquement admissible car violant la
condition de non-interpe´ne´tration. Il est facile de voir que le champ solution est ne´cessairement
continu et qu’il co¨ıncide donc avec celui du milieu sain. D’ou` finalement :
E(Γ,−t) = 1
2
ES
t2
L
+
n∑
i=1
κ(xi)S. (2.27)
Il est facile de conclure que l’e´volution de la fissuration lors d’un chargement croissant de traction
est la meˆme que celle obtenue avec des conditions de non contact, puisque les expressions des e´nergies
sont identiques. Pour un chargement de compression, comme l’e´nergie du milieu fissure´ est toujours
supe´rieure a` celle du milieu sain, on peut conclure que le milieu ne se fissurera jamais : Γ(t) = ∅,∀t ≥
0 18. On peut donc re´sumer les re´sultats obtenus par la
Proposition 4. Un milieu e´lastique unidimensionnel de longueur L, fixe´ a` une extre´mite´ et soumis
a` un de´placement d’intensite´ croissante a` l’autre extre´mite´ ne se rompra jamais si ce de´placement
correspond a` une compression, mais se rompra en un de ses points de moindre te´nacite´ a` partir d’une
valeur critique tr de ce de´placement donne´e par
tr =
√
2
κmL
E
.
Remarques
Le traitement exhaustif d’un milieu unidimensionnel est riche d’enseignement sur les potentialite´s
de la loi de fissuration adopte´e. Analysons les re´sultats obtenus. Tout d’abord les questions d’existence
et d’unicite´ de solutions :
⋆ L’existence d’une solution au proble`me d’e´volution n’est assure´e que dans la mesure ou` il existe
(au moins) un point de moindre te´nacite´, i.e. l’infimum κm est atteint. S’il y en a, c’est en un
de ces points qu’il y aura rupture. Par contre, si l’infimum n’est pas atteint, alors stricto sensu
17. Ce de´placement est e´videmment solution du proble`me d’e´quilibre.
18. Le lecteur scrupuleux le de´duira rigoureusement des lois (L0)–(L3).
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(i)
(ii)
(iii)
Figure 2.2 – E´tat de la barre : (i) en t = 0, (ii) en t < tr, (iii) en t > tr.
le proble`me n’a pas de solution. Conside´rons par exemple le cas ou` le milieu est he´te´roge`ne avec
la re´partition de te´nacite´ suivante :
κ(x) =
{
κ0 si 0 ≤ x ≤ L/2
x
Lκ0 si L/2 < x ≤ L.
L’infimum κ0/2 n’est pas atteint, le milieu aurait envie de se rompre en x = L/2 mais la
valeur de la te´nacite´ en ce point le lui interdit. Ce “canular” mathe´matique peut eˆtre leve´ en
modifiant κ(L/2) et en lui donnant la valeur κ0. La fonction x 7→ κ(x) est alors semi-continue
infe´rieurement et le proble`me (dit “relaxe´”) posse`de une solution.
⋆ L’unicite´ quant a` elle n’est garantie que s’il n’existe qu’un point de moindre te´nacite´. Sinon, tout
point de moindre te´nacite´ — s’il en existe — est un lieu potentiel de rupture. Par conse´quent si
le milieu est homoge`ne, κ(x) = κ0, la rupture peut survenir n’importe ou`.
19
⋆ La condition d’optimalite´ (L3) joue un roˆle essentiel pour limiter le nombre de solutions. Pour
preuve, il suffit de remarquer que l’e´volution t 7→ Γ(t) suivante
Γ(t) =


∅ si 0 ≤ t ≤ t0
{x1} si t0 < t ≤ t1
· · · · · ·
{x1, . . . , xn} si tn−1 < t ≤ tn
{x1, . . . , xn, xn+1} si tn < t
,
ou` n ≥ 1, les xi sont des points arbitraires de [0,L] et t0 ≤ tr, ve´rifie (L0)–(L2), mais pas (L3).
On voit donc qu’en particulier (L3) interdit une fracturation multiple du milieu.
Regardons maintenant avec un œil de physicien ce que pre´dit notre formulation.
⋆ Tout d’abord, elle est capable de pre´dire (de fac¸on pre´cise) la rupture bien que l’on parte d’un
milieu sain. La the´orie de Griffith ne le peut pas.
19. Mais pas n’importe quand, puisque la valeur du de´placement a` rupture tr est inde´pendante du point de rupture.
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⋆ Elle pre´voit que le milieu rompra en un point de moindre te´nacite´ une fois que la traction
exerce´e sera suffisamment forte, puis qu’il ne se passera plus rien. Le milieu ne peut plus casser
en d’autres endroits — dans la mesure ou` l’on continue a` n’imposer que le de´placement des
extre´mite´s.
⋆ Elle met en e´vidence, par l’interme´diaire des conditions unilate´rales de contact, une asyme´trie
de comportement a` rupture en traction-compression.
Tous ces re´sultats sont e´videmment tout a` fait satisfaisants. Notons que la re´ponse pre´dite du
milieu peut se re´sumer dans le diagramme force-de´placement repre´sente´ dans la figure suivante, la
force a` rupture Fr se de´duisant du de´placement a` rupture par la relation :
Fr = ES
tr
L
= S
√
2
κmE
L
.
Fr
U r
 
F
U
Figure 2.3 – Diagramme Force vs De´placement de la re´ponse de la barre.
Finissons ce paragraphe relatif a` l’analyse des re´sultats pour un milieu 1D par une dernie`re re-
marque sur les pre´dictions de la formulation.
⋆ Elle pre´voit un effet d’e´chelle puisque le de´placement a` rupture croˆıt comme la racine carre´e de
la longueur du milieu, ou, de fac¸on e´quivalente, que la force a` rupture de´croˆıt comme la racine
carre´e de la longueur. Cet effet, qui se re´ve`le eˆtre ge´ne´ral, est duˆ en partie a` la pre´sence d’une
longueur caracte´ristique dans le mode`le provenant du rapport entre l’e´nergie de surface (qui est
surfacique) et l’e´nergie e´lastique (qui est volumique). On laissera le lecteur juge de la pertinence
de cet effet tout en signalant qu’il est de´ja` pre´sent dans la the´orie de Griffith.
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2.3.2 Traction simple sur un cylindre tridimensionnel
Position du proble`me
Nous conside´rons maintenant un milieu tridimensionnel (N = 3) dont la configuration de re´fe´rence
est l’ouvert cylindrique Ω = S× (0, L) dont la section S est un ouvert connexe borne´ de R2 a` frontie`re
∂S re´gulie`re. Le milieu est homoge`ne et isotrope, de module d’Young E, de coefficient de Poisson ν
et de densite´ d’e´nergie de surface κ0, i.e. k(x, n) = κ0, κ0 ayant comme dans l’exemple pre´ce´dent la
dimension d’une e´nergie par unite´ de surface. Partant du milieu dans son e´tat sain, Γ−(0) = ∅, le
cylindre est soumis au chargement line´aire croissant suivant : les forces volumiques ainsi que les forces
surfaciques sur la surface late´rale ∂S × (0, L) sont nulles ; sur la base S0 de´f= S × {0}, le de´placement
normal et les cisaillements sont nuls, alors qu’a` l’extre´mite´ SL
de´f
= S×{L}, les cisaillements sont nuls et
le de´placement normal est croissant depuis 0. Autrement dit les conditions aux limites — en l’absence
de fissuration au bord — s’e´crivent :
u3 = 0 et σ13 = σ23 = 0 sur S0, u3 = t et σ13 = σ23 = 0 sur SL, σn = 0 sur ∂S × (0, L).
Les e´tats de fissuration possibles de ce milieu 3D sont tous les sous-ensembles de Ω d’aire finie,
F = {Γ | Γ ⊂ Ω,H2(Γ) <∞} . (2.28)
Comme nous sommes amene´s a` les envisager tous, ce proble`me d’e´volution de la fissuration est sensi-
blement plus difficile a` traiter que son homologue unidimensionnel. Pour simplifier nous n’envisagerons
que des conditions de non contact sur les le`vres des fissures, ce qui nous conduit a` la de´finition suivante
des champs de de´placements cine´matiquement admissibles pour le milieu en l’e´tat de fissuration Γ :
C(Γ, t) = {v ∈ H1(ΩΓ,R3) | v3 = 0 sur S0\Γ, v3 = t sur SL\Γ} , (2.29)
les conditions aux limites de de´placement normal impose´ n’e´tant a` ve´rifier que sur les parties des
extre´mite´s non fissure´es.
Estimation des e´nergies
Conside´rons le milieu dans sa configuration saine et notons u(∅, t) et σ(∅, t) les champs des
de´placements et des contraintes a` l’e´quilibre du milieu sous le chargement t. Compte tenu des condi-
tions aux limites adopte´es, ils s’obtiennent sans difficulte´ :
u(∅, t)(x) = −
(
νt
x1
L
+ a1
)
e1 −
(
νt
x2
L
+ a2
)
e2 + t
x3
L
e3, σ(∅, t)(x) = E t
L
e3 ⊗ e3, (2.30)
a1 et a2 e´tant deux constantes arbitraires correspondant a` une translation d’ensemble transversale du
cylindre. Les e´nergies correspondantes valent respectivement
Es(∅) = 0, E(∅, t) = Ed(∅, t) = 12E
t2
L
H2(S). (2.31)
Envisageons maintenant un e´tat de fissuration Γ arbitraire du milieu. Notons S(Γ) la projection de Γ
sur S, i.e.
S(Γ) =
{
(x1, x2) ∈ S | il existe x3 tel que (x1, x2, x3) ∈ Γ
}
,
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et θ(Γ) la fraction d’aire de S(Γ) par rapport a` S :
θ(Γ) =
H2(S(Γ))
H2(S) .
Il est e´videmment impossible d’obtenir la valeur exacte de l’e´nergie du corps dans un e´tat de fissuration
arbitraire. Mais nous allons en e´tablir une minoration qui s’ave´rera suffisante pour re´soudre exactement
le proble`me d’e´volution de la fissuration. Ceci fait l’objet de la
Proposition 5. Quels que soient Γ ∈ F et t ≥ 0, l’e´nergie E(Γ, t) du cylindre dans un e´tat de
fissuration Γ et soumis a` une traction t ve´rifie l’ine´galite´
E(Γ, t) ≥ (1− θ(Γ))E(∅, t) + θ(Γ)κ0H2(S). (2.32)
De plus, quand t 6= 0, l’e´galite´ a lieu si et seulement si Γ = ∅ ou Γ ∈ Fr, avec Fr =
{
S × {z} |z ∈ [0, L]} ,
autrement dit si et seulement si le corps est sain ou bien est rompu par une fracture transversale.
Preuve. L’ine´galite´ se de´duit des deux ine´galite´s suivantes :
Es(Γ, t) ≥ θ(Γ)κ0H2(S), (2.33)
Ed(Γ, t) ≥ (1− θ(Γ))Ed(∅, t). (2.34)
La premie`re ine´galite´ est une conse´quence directe de la de´finition de S(Γ), projection de Γ sur S.
Remarquons que l’e´galite´ est satisfaite si et seulement si Γ est une fissure transverse, autrement dit
de la forme :
Γ = Σ× {z} avec Σ ⊂ S et z ∈ [0, L].
Pour e´tablir la deuxie`me on utilise les — tre`s classiques, en e´lasticite´ line´aire — the´ore`mes de l’e´nergie
potentielle et de l’e´nergie comple´mentaire, cf. [16] ou [28], i.e. des proprie´te´s de dualite´ d’Analyse
Convexe, cf. [19]. Il vient
Ed(Γ, t) = min
v∈C(Γ,t)
1
2
∫
ΩΓ
Aǫ(v) · ǫ(v) dx
= min
v∈C(Γ,t)
max
τ∈L2(Ω,M3s )
∫
ΩΓ
(
τ · ǫ(v)− 12A−1τ · τ
)
dx
= max
τ∈L2(Ω,M3s )
inf
v∈C(Γ,t)
∫
ΩΓ
(
τ · ǫ(v)− 12A−1τ · τ
)
dx
= max
τ∈S(Γ,t)
∫
ΩΓ
(
τ · ǫ(u(∅, t)) − 12A−1τ · τ
)
dx,
S(Γ, t) e´tant l’ensemble des champs de contraintes statiquement admissibles, i.e.
S(Γ, t) =
{
τ ∈ L2(Ω,M3s )
∣∣∣∣
∫
ΩΓ
τ · ǫ(v) dx = 0, ∀v ∈ C0(Γ, t)
}
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et C0(Γ, t) l’espace vectoriel associe´ a` l’espace affine C(Γ, t). La dernie`re e´galite´ dans l’expression de
l’e´nergie provient du fait que u(∅, t) ∈ C(Γ, t). Conside´rons le champ τ suivant :
τ(x) =
{
0 si x ∈ S(Γ)× (0, L),
σ(∅, t) sinon. (2.35)
On ve´rifie imme´diatement qu’il est admissible, ce qui fournit l’ine´galite´
Ed(Γ, t) ≥
∫
ΩΓ
(
τ · ǫ(u(∅, t)) − 12A−1τ · τ
)
dx
=
∫
S\S(Γ)×(0,L)
(
σ(∅, t) · ǫ(u(∅, t)) − 12A−1σ(∅, t) · σ(∅, t)
)
dx
dont on de´duit l’ine´galite´ cherche´e.
Cherchons a` quelle condition les deux ine´galite´s sont-elles simultane´ment des e´galite´s. C’est e´videmment
le cas si Γ = ∅. C’est aussi le cas si Γ ∈ Fr puisqu’alors Ed(Γ, t) = 0 et que Es(Γ) = κ0H2(S).
Re´ciproquement, la premie`re e´galite´ n’ayant lieu que si Γ = Σ× {L}, envisageons la deuxie`me e´galite´
pour une telle fissure. Il faut pour cela que le champ test τ soit celui qui re´alise le max, autrement dit
qu’il soit le champ des contraintes a` l’e´quilibre. Le champ des de´formations serait alors :
ǫ(x) =


0 si x ∈ Σ× (0, L),
−ν t
L
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + t
L
e3 ⊗ e3 sinon.
En dehors du cas trivial t = 0, pour des raisons de compatibilite´, ceci n’est possible que si Σ =
∅ ou bien S — a` des ensembles ne´gligeables pre`s.
E´volution de la fissuration
Munis de ces estimations, nous sommes en mesure de de´montrer la
Proposition 6. Le proble`me de minimisation de l’e´nergie suivant :
Trouver, pour t ≥ 0,Γ(t) ∈ F tel que E(Γ(t), t) ≤ E(Γ, t),∀Γ ∈ F
admet comme uniques solutions des e´tats de fissuration de la forme :
Γ(t)


= ∅ si 0 ≤ t < tr,
= ∅ ou ∈ Fr si t = tr,
∈ Fr si t > tr,
ou` tr =
√
2
κ0L
E
.
Preuve. Il suffit de remarquer que de tels Γ(t) minimisent (1− θ(Γ))E(∅, t) + θ(Γ)κ0H2(S) sur F et
d’utiliser la Proposition pre´ce´dente.
Il devient alors facile de de´terminer l’e´volution de la fissuration dans le cylindre. En raisonnant sur
la loi d’e´volution en temps discret, on en de´duit que le cylindre reste sain tant que ti est plus petit que
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tr et qu’il se fracture transversalement, i.e. Γ(ti) = S×{z} de`s que ti > tr. Apre`s cette fracturation, il
ne se passe e´videmment plus rien, car — pour des raisons d’irre´versibilite´ —, on aura ne´cessairement
Γ(tj) = S × {z} avec z inde´pendant de j pour tout tj > tr. Comme ce re´sultat est inde´pendant de la
discre´tisation en temps choisie, on peut donc conclure par la
Proposition 7. Le cylindre reste sain tant que le de´placement normal de l’extre´mite´ reste infe´rieur
a` la valeur critique tr et qu’il y aura une rupture brutale du cylindre suivant une section transversale
arbitraire du cylindre de`s que cette valeur critique sera de´passe´e, cf. la figure 2.4.
  (i)   (ii)   (iii)
Figure 2.4 – E´tat du cylindre sous traction simple : (i) en t = 0, (ii) en t < tr, (iii) en t > tr.
⋆ Remarque.
⋆ Son obtention est e´videmment plus de´licate que celle du proble`me unidimensionnel. L’estimation
de l’e´nergie joue un roˆle essentiel. Nous avons raisonne´ sur la formulation en temps discret.
L’obtention du re´sultat a` partir de la formulation continue ne´cessite des estimations plus fines.
On laisse le soin au lecteur de s’y essayer.
⋆ La solution du proble`me 3D est tout a` fait conforme a` celle du proble`me unidimensionnel dans
le cas homoge`ne. C’est ce a` quoi l’on s’attendait. On pourrait d’ailleurs reprendre l’e´tude en
envisageant des conditions unilate´rales de contact et on devrait retrouver la solution 1D. Ici
encore on laisse le soin au lecteur de le ve´rifier.
2.3.3 Arrachement d’une armature
Nous pre´sentons dans cette sous-section un autre exemple tridimensionnel dont on sait calculer la
solution exacte.
Position du proble`me
Nous conside´rons un milieu tridimensionnel (N = 3) dont la configuration de re´fe´rence est l’ouvert
cylindrique Ω = S × (0, L) dont la section S est la couronne circulaire de centre (0, 0) et de rayons
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inte´rieur Ra et exte´rieur Rm. Le milieu est homoge`ne et isotrope, de coefficients de Lame´ λ et µ, de
densite´ d’e´nergie de surface κ0. Une armature cylindrique, rigide et incassable, a` section circulaire de
rayon Rm est enchaˆsse´e dans le cylindre et lui est colle´e. Partant du cylindre e´lastique dans son e´tat
sain, Γ−(0) = ∅, l’ensemble est soumis au chargement line´aire croissant suivant : les forces volumiques
sont nulles ; sur la base S0 et sur l’extre´mite´ SL, les de´placements tangentiels et les contraintes normales
sont nulles ; la paroi late´rale exte´rieure (r = Rm) est maintenue fixe alors qu’on impose une translation
longitudinale croissante depuis 0 a` l’armature rigide. Autrement dit, en notant Σa et Σm les parois
late´rales inte´rieure (r = Ra) et exte´rieure (r = Rm) du cylindre e´lastique, les conditions aux limites
— en l’absence de fissuration au bord — s’e´crivent :
u1 = u2 = 0 et σ33 = 0 sur S0 ∪ SL, u = 0 sur Σm, u = t e3 sur Σa.
E´volution de la fissuration
E´nonc¸ons tout de suite le re´sultat.
Proposition 8. Le cylindre reste sain tant que le de´placement de l’armature reste infe´rieur a` une
valeur critique tr, et il y a un arrachement brutal de l’armature (avec de´cohe´sion totale de l’interface)
de`s que cette valeur critique est de´passe´e, cf. la figure 2.5, i.e.
Γ(t) =


∅ si 0 ≤ t < tr,
∅ ou Σa si t = tr,
Σa si t > tr,
avec tr =
√
2kRa
µ
log
Rm
Ra
.
Preuve. On suit une de´marche analogue a` celle du proble`me de traction. Quand on utilise le syste`me
de coordonne´es cylindriques, les coordonne´es cylindriques d’un point sont note´es entre crochet, i.e.
x = (x1, x2, x3) = [r, θ, z].
1. On de´termine les champs des de´placements et des contraintes a` l’e´quilibre du milieu sain sous le
chargement t. Compte tenu des conditions aux limites adopte´es, ils s’obtiennent sans difficulte´ :
u(∅, t)(x) = log r/Rm
logRa/Rm
t ez, σ(∅, t)(x) = t
r logRm/Ra
µ er ⊗s ez. (2.36)
Les e´nergies correspondantes valent respectivement
Es(∅) = 0, E(∅, t) = Ed(∅, t) = πµt
2L
logRa/Rm
. (2.37)
2. On e´tablit une minoration des e´nergies. Soit un e´tat de fissuration Γ arbitraire du milieu. Notons
Σ(Γ) la projection radiale de Γ sur Σa, i.e.
Σ(Γ) = {[Ra, θ, z] | il existe r tel que [r, θ, z] ∈ Γ} ⊂ Σa,
ω(Γ) la fraction d’aire de Σ(Γ) par rapport a` Σa :
ω(Γ) =
H2(Σ(Γ))
H2(Σa)
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et V (Γ) le secteur angulaire du cylindre contenant la fissure :
V (Γ) =
{
[r, θ, z] ∈ Ω | [Ra, θ, z] ∈ Σ(Γ)
}
.
On e´tablit les deux ine´galite´s suivantes :
Es(Γ, t) ≥ ω(Γ)κ0H2(Σa), (2.38)
Ed(Γ, t) ≥ (1− ω(Γ))Ed(∅, t). (2.39)
La premie`re ine´galite´ est une conse´quence directe de la de´finition de Σ(Γ), projection de Γ sur
Σa. On remarque que l’e´galite´ est satisfaite si et seulement si Γ = Σ(Γ) ⊂ Σa. Pour e´tablir
la deuxie`me, on utilise les proprie´te´s de dualite´ en choisissant ici comme champ de contraintes
statiquement admissible le champ τ suivant :
τ(x) =
{
0 si x ∈ V (Γ),
σ(∅, t) sinon. (2.40)
Un simple calcul fournit l’ine´galite´ de´sire´e. En re´sume´ l’e´nergie E(Γ, t) du cylindre dans un e´tat
de fissuration Γ et soumis au chargement t ve´rifie l’ine´galite´
E(Γ, t) ≥ (1− ω(Γ))E(∅, t) + ω(Γ)κ0H2(Σa). (2.41)
3. Quand t 6= 0, on e´tablit — en utilisant ici aussi des arguments de compatibilite´ des de´formations —
que l’e´galite´ a lieu si et seulement si Γ = ∅ ou Γ = Σa, autrement dit si et seulement si le corps
est sain et l’armature parfaitement colle´e ou bien est comple`tement de´colle´e.
4. Muni de ces estimations, on est alors en mesure de de´montrer que l’e´tat de fissuration Γ(t)
propose´e dans l’e´nonce´ est l’unique 20 solution du proble`me de minimisation de l’e´nergie suivant :
Trouver, pour t ≥ 0,Γ(t) ∈ F tel que E(Γ(t), t) ≤ E(Γ, t),∀Γ ∈ F
Il suffit pour cela de remarquer que Γ(t) est un — mais pas force´ment l’unique — minimiseur
sur F de (1− ω(Γ))E(∅, t) + ω(Γ)κ0H2(Σa) et d’utiliser les estimations pre´ce´dentes.
5. On conclut alors facilement que t 7→ Γ(t), qui est bien croissante est l’unique solution du proble`me
d’e´volution.
⋆ Remarque. Cet exemple diffe`re des deux pre´ce´dents d’une part parce qu’il y a ici unicite´ de la
re´ponse — sauf a` l’instant critique tr ou` l’armature peut-eˆtre tout aussi bien colle´e qu’arrache´e —
et d’autre part parce que la fissuration n’a lieu qu’au bord, le cylindre e´lastique restant parfaitement
sain. Il est par contre similaire aux pre´ce´dents en ce sens que la fissuration apparaˆıt brutalement.
20. Sauf en t = tr ou` ∅ et Σa sont les deux (seuls) minimiseurs.
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  (i)   (ii)   (iii)
Figure 2.5 – E´tat du cylindre arme´ : (i) en t = 0, (ii) en t < tr, (iii) en t > tr.
2.4 Quelques proprie´te´s
Cette section est consacre´e a` l’e´tablissement de proprie´te´s ge´ne´rales des e´volutions de la fissuration
que pre´dit notre formulation et de leur comparaison avec celles pre´vues par la the´orie de Griffith. On
se place toujours dans le cas d’un corps line´airement e´lastique (σ = Aǫ), fragile (0 < k(x, n) < +∞)
et soumis a` un chargement a` de´placements impose´s line´aire croissant (U(t) = tU0).
2.4.1 Initiation de la fissuration et rupture
Avant d’e´tablir ces proprie´te´s on s’inte´resse aux e´tats de fissuration dans lequel le corps est sans
e´nergie e´lastique, notion qui joue un roˆle important par la suite.
De´finition 8 (E´tats de fissuration sans e´nergie e´lastique). On dit que le corps, soumis au chargement
normalise´ U0, est dans un e´tat de fissuration Γ sans e´nergie e´lastique si Ed(Γ, U0) = 0. L’ensemble de
tels e´tats est note´ F0 :
F0 = {Γ | Ed(Γ, U0) = 0} .
Commenc¸ons par remarquer que si Γ est un e´tat de fissuration sans e´nergie e´lastique, alors tout
e´tat de fissuration le contenant en est un lui-meˆme :
Γ1 ∈ F0 et Γ2 ⊃ Γ1 ⇒ Γ2 ∈ F0. (2.42)
En effet, comme l’e´nergie e´lastique est une fonction positive de´croissante, on a 0 ≤ Ed(Γ2, U0) ≤
Ed(Γ1, U0) = 0.
Notons aussi qu’il existe de tels e´tats de fissuration si l’on adopte des conditions aux limites de
non contact.
Exemple.
– Le bord ou` les de´placements sont impose´s en est un : ∂DΩ ∈ F0. En effet, dans ce cas, tout
de´placement rigide u, i.e. tel que ǫ(u) = 0, est solution du proble`me d’e´quilibre puisqu’aucune
condition a` la limite cine´matique n’est a` ve´rifier et que toutes les donne´es en force sont nulles.
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– Par conse´quent, en invoquant la proprie´te´ de de´croissance de l’e´nergie e´lastique avec la fissura-
tion, tout e´tat de fissuration contenant ∂DΩ est sans e´nergie e´lastique :
{Γ ∈ F | Γ ⊃ ∂DΩ} ⊂ F0. (2.43)
– Il peut en exister d’autres, voire meˆme des fissurations ne touchant pas le bord. Par exemple
en 1D, tout e´tat {x1, . . . , xn} en est un — ils sont d’ailleurs tous de cette forme. En 3D, dans
l’exemple du proble`me de traction, toute fracture se´parant le cylindre en parties connexes de
fac¸on a` ce que S0 et SL ne soient pas dans la meˆme composante connexe correspond a` un e´tat
de fissuration sans e´nergie e´lastique.
Par contre, si l’on adopte des conditions aux limites de contact unilate´ral, F0 peut eˆtre vide. C’est
par exemple le cas dans les proble`mes 1D et 3D lorsqu’on exerce un de´placement de compression.
Initiation de la fissuration
Notre formulation permet de rendre compte de la cre´ation de fissure dans un milieu sain, contrai-
rement a` la the´orie de Griffith. La mise en e´vidence de cette faculte´ est l’objet de cette sous-section.
Commenc¸ons par la
De´finition 9 (Charge de premie`re fissuration). Soit Γ0 l’e´tat de fissuration initial du milieu
21. On
appelle charge de premie`re fissuration l’instant te a` partir duquel une (nouvelle) fissure apparaˆıt :
te = sup{ t | Γ(t) = Γ0} (2.44)
A priori on a 0 ≤ te ≤ +∞, l’e´galite´ a` 0 signifiant une fissuration de`s la mise en charge —
nous en verrons des exemples par la suite —, un temps de premie`re fissuration infini signifiant que
le milieu ne se fissurera jamais au cours du chemin de chargement envisage´ — c’est le cas dans les
essais de compression 1D et 3D pre´ce´dents lorsque l’on tient compte des conditions unilate´rales de
contact. L’objectif de cette sous-section est de de´terminer dans quelles conditions une (nouvelle) fissure
apparaˆıt, i.e. dans quelles conditions a-t-on te < +∞. Une partie de la re´ponse est dans la
Proposition 9. Supposons que l’ensemble des e´tats de fissuration sans e´nergie e´lastique n’est pas
vide, F0 6= ∅. Alors le milieu reste dans son e´tat de fissuration initial si et seulement si cet e´tat est un
e´tat sans e´nergie e´lastique :
te = +∞ ⇐⇒ Γ0 ∈ F0.
Preuve. Montrons tout d’abord l’implication : Γ0 ∈ F0 ⇒ te = +∞. Si Γ0 ∈ F0 alors on a
ne´cessairement, pour tout t, du fait de l’irre´versibilite´ de la fissuration, Γ(t) ∈ F0 et doncEd(Γ(t), U0) =
0. En reportant dans la loi d’e´volution (L3), il vient Es(Γ(t)) ≤ Es(Γ0). Mais comme Γ(t) ⊃ Γ0 on a
ne´cessairement l’e´galite´ et donc Γ(t) = Γ0 pour tout t.
Montrons la re´ciproque. Si te = +∞, alors Γ(t) = Γ0 ∀t. La loi d’e´volution (L2) exige que
t2Ed(Γ0, U0) + Es(Γ0) ≤ t2Ed(Γ, U0) + Es(Γ) ∀Γ ⊃ Γ0, ∀t ≥ 0.
21. Γ0 e´tant l’ensemble vide si le milieu est dans son e´tat sain au de´but de la mise en charge.
60 CHAPITRE 2. LA THE´ORIE DE GRIFFITH DE LA RUPTURE FRAGILE REVISITE´E
En prenant Γ = Γ0 ∪ Γ1 avec Γ1 ∈ F0, on a Γ ∈ F0 et donc Ed(Γ, U0) = 0. L’ine´galite´ pre´ce´dente
devient
t2Ed(Γ0, U0) + Es(Γ0) ≤ Es(Γ0 ∪ Γ1), ∀t ≥ 0,
ce qui n’est possible que si Ed(Γ0, U0) = 0.
Si on adopte des conditions aux limites de non contact sur les le`vres des fissures, on est dans les
conditions d’application de la Proposition. Par conse´quent, si le chargement U0 et l’e´tat de fissuration
initial Γ0 sont tels que Ed(Γ0, U0) > 0 — ce qui est le cas si Γ0 = ∅ et si U0 est incompatible avec des
de´placements rigides —, alors une fissure finira par apparaˆıtre.
Dans le cas ou` il n’existe pas d’e´tat de fissuration sans e´nergie e´lastique, on a (seulement) la
Proposition 10. Supposons qu’il n’existe pas d’e´tat de fissuration sans e´nergie e´lastique : F0 = ∅.
Alors le milieu reste dans son e´tat de fissuration initial si et seulement si tout e´tat de fissuration le
contenant posse`de la meˆme e´nergie e´lastique :
te = +∞ ⇐⇒ Ed(Γ, U0) = Ed(Γ0, U0) ∀Γ ⊃ Γ0.
Preuve. Montrons l’implication. Si te = +∞, alors Γ(t) = Γ0,∀t. La loi d’e´volution (L2) exige que
t2Ed(Γ0, U0) + Es(Γ0) ≤ t2Ed(Γ, U0) + Es(Γ) ∀Γ ⊃ Γ0, ∀t ≥ 0.
Comme l’e´nergie e´lastique ne peut pas croˆıtre ce n’est manifestement possible que si Ed(Γ, U0) =
Ed(Γ0, U0).
Montrons la re´ciproque. Si Ed(Γ, U0) = Ed(Γ0, U0),∀Γ ⊃ Γ0, alors la loi d’e´volution (L3) exige
que Es(Γ(t)) ≤ Es(Γ0). Mais comme Γ(t) ⊃ Γ0 on a ne´cessairement l’e´galite´ et donc Γ(t) = Γ0 ∀t.
Autrement dit, le milieu ne se fissurera pas que si toute fissure n’induit aucun assouplissement.
C’e´tait le cas dans l’exemple unidimensionnel pour un chargement de compression en tenant compte
de conditions unilate´rales de contact.
Fissuration jusqu’a` rupture
On pourrait re´sumer les deux propositions pre´ce´dentes en disant que la fissuration n’e´voluera
jamais si et seulement s’il n’existe pas d’e´tat de fissuration contenant l’e´tat de fissuration initial et
ayant une e´nergie e´lastique moindre. On peut en fait aller un peu plus loin et affirmer que la fissuration
e´voluera tant que le milieu n’aura pas atteint un e´tat de fissuration de moindre e´nergie e´lastique. C’est
ce que nous nous proposons de montrer dans cette sous-section.
Proposition 11. Soit Emd = inf{Ed(Γ, U0) | Γ ⊃ Γ0}. L’e´volution de la fissuration est telle que :
1. Le milieu tend vers un e´tat de fissuration de moindre e´nergie e´lastique, i.e. limt→∞Ed(Γ(t), U0) =
Emd ;
2. Si cet e´tat est atteint en un temps fini alors la fissuration n’e´volue plus, i.e. s’il existe tr < +∞
tel que Ed(Γ(tr), U0) = E
m
d , alors Γ(t) = Γ(tr),∀t ≥ tr.
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Preuve.
1. Soit (Γn)n∈N une suite minimisante de l’e´nergie e´lastique, i.e. limn→∞Ed(Γn, U0) = E
m
d . Pour
tout t, la suite Γn ∪ Γ(t) est e´galement une suite minimisante puisque Ed(Γn ∪ Γ(t)), U0) ≤
Ed(Γn, U0). D’apre`s la loi (L2), on a
t2Ed(Γ(t), U0) + Es(Γ(t)) ≤ t2Ed(Γn ∪ Γ(t)), U0) + Es(Γn ∪ Γ(t))
≤ t2Ed(Γn), U0) + Es(Γn) + Es(Γ(t))
et donc
Ed(Γ(t), U0) ≤ Ed(Γn, U0) + Es(Γn)
t2
.
En passant successivement a` la limite quand t→∞, puis n→∞, le re´sultat suit.
2. Il suffit de reprendre les de´monstrations des Propositions pre´ce´dentes en faisant jouer a` Γ(tr) le
roˆle de Γ0.
Une conse´quence imme´diate de ce re´sultat est que s’il existe des e´tats de fissuration sans e´nergie
e´lastique, alors le milieu tend vers un tel e´tat et la fissuration n’e´voluera plus que lorsque un tel e´tat
sera atteint. En e´cartant le cas trivial ou` l’e´tat de fissuration initial est un e´tat sans e´nergie e´lastique,
auquel cas il ne se passe rien, on peut de´finir l’instant critique a` partir duquel le milieu est sans e´nergie
e´lastique comme la charge de rupture.
De´finition 10. Supposons que F0 6= ∅ et que Γ0 6∈ F0. On appelle charge de rupture l’intensite´ tr du
chargement a` partir de laquelle le milieu est sans e´nergie e´lastique :
tr = sup {t : Ed(Γ(t), U0) > 0} .
Estimation des charges de premie`re fissuration et de rupture
Nous pouvons donner une estimation a` la fois de la charge de premie`re fissuration et de la charge
de rupture.
Proposition 12. Supposons que F0 6= ∅ et que Γ0 6∈ F0. La charge de premie`re fissuration te et la
charge de rupture tr ve´rifient les ine´galite´s suivantes :
0 ≤ te ≤ tm ≤ tr ≤ +∞ avec tm de´f=
√
inf {Es(Γ\Γ0) | Γ ⊃ Γ0,Γ ∈ F0}
Ed(Γ0, U0)
. (2.45)
Preuve. Il s’agit de montrer que tm est un majorant de te et un minorant de tr. Pour la majoration
de te, utilisons la loi (L2) avec t < te, Γ ∈ F0, Γ ⊃ Γ0 :
t2Ed(Γ0, U0) + Es(Γ0) ≤ Es(Γ), ∀t < te.
En passant a` la limite quand t → te et en optimisant Γ, le re´sultat suit. Pour la minoration de tr, si
tr =∞ il n’y a rien a` montrer, sinon utilisons la loi (L3) avec t > tr et s = 0 :
Es(Γ(t)) ≤ t2Ed(Γ0, U0) + Es(Γ0), ∀t > tr.
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Comme Es(Γ(t))−Es(Γ0) ≥ inf {Es(Γ\Γ0) | Γ ⊃ Γ0,Γ ∈ F0}, en passant a` la limite quand t→ tr le
re´sultat suit.
Essayons de voir dans quelles conditions les ine´galite´s ci-dessus peuvent-elles eˆtre des e´galite´s.
⋆ Remarque.
⋆ Bien que Γ(0) = Γ0, on peut avoir te = 0, i.e. la fissuration e´voluant de`s la mise en charge. Nous
en donnons un exemple plus loin.
⋆ Le cas te = tr = +∞ correspond au cas ou` Γ0 ∈ F0.
⋆ Lorsque 0 < te = tm = tr < +∞ la fissuration apparaˆıt brutalement et correspond a` une rupture
du milieu. En reprenant les raisonnements qui nous ont permis d’obtenir la minoration de tr et
la majoration de te, on constate que l’e´volution de la fissuration est alors de la forme :
Γ(t) =
{
Γ0 si t < tm
Γm si t > tm
ou` Γm est un e´le´ment de F0 contenant Γ0 et tel que Ed(Γm, U0) = Emd . Les trois exemples traite´s
dans la section pre´ce´dente sont de ce type. Dans le cas unidimensionnel, la rupture en un point
de moindre te´nacite´ est celle qui ne´cessite le moins d’e´nergie de surface. Dans le cas du proble`me
de traction 3D, les e´tats de fissuration sans e´nergie e´lastique sont ceux qui de´connectent les
sections extreˆmes S0 et SL, et, parmi eux, une fracturation transverse est celui qui ne´cessite le
moins d’e´nergie de surface. De meˆme, dans le cas du proble`me d’arrachement d’une armature,
les e´tats de fissuration sans e´nergie e´lastique sont ceux qui de´connectent les surfaces late´rales
Σm et Σa, et, parmi eux, la de´cohe´sion de l’armature est celui qui ne´cessite le moins d’e´nergie
de surface, i.e. Γm = Σa.
⋆ Le cas te < tr = +∞ correspond au cas ou` le milieu tend asymptotiquement vers un e´tat sans
e´nergie e´lastique sans jamais l’atteindre. Nous n’avons pas d’exemple a` proposer.
2.4.2 Fissuration progressive, fissuration brutale et la the´orie de Griffith
Cette sous-section et la suivante sont destine´es a` comparer notre loi d’e´volution de la fissuration
base´e sur un principe de moindre e´nergie a` celle de la the´orie de Griffith base´e elle sur la notion de
taux de restitution d’e´nergie critique. Pour simplifier, cette comparaison se fera dans un cadre e´lastique
line´aire bidimensionnel. Partant d’un e´tat de fissuration initial Γ0 ∈ F — e´ventuellement vide —, nous
supposons que la loi d’e´volution (L0)–(L3) pre´voit que la fissuration e´voluera en suivant au cours
du temps une courbe rectifiable oriente´e (re´gulie`re) d’image Γ, disjointe de Γ0, de longueur ℓr finie,
d’origine x0 et d’extre´mite´ xℓr . Cette courbe est parame´tre´e par son abscisse curviligne : s 7→ x(s) en
prenant l’origine a` la pointe x0. Nous de´notons par Γℓ la re´union de Γ0 et de la restriction de Γ a` sa
premie`re partie de longueur ℓ, d’extre´mite´ x(ℓ) :
x(0) = x0, Γℓ = Γ0 ∪ {x(s) | 0 ≤ s ≤ ℓ} , Γ(t) = Γℓ(t), ∀t.
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Notons que, comme nous sommes amene´s a` ne conside´rer que des e´tats de fissuration de la forme Γℓ,
l’e´nergie e´lastique et l’e´nergie de surface ne sont fonctions que de ℓ :
F (ℓ)
de´f
= Ed(Γℓ, U0), H(ℓ)
de´f
= Es(Γℓ) = Es(Γ0) +
∫ ℓ
0
k(x(s), n(s)) ds. (2.46)
Ces fonctions sont respectivement positive de´croissante et positive croissante et nous les supposerons
en outre aussi re´gulie`res que le contexte l’exigera (continues, continuˆment de´rivables, . . . ). Le trajet de
la fissure e´tant ainsi pre´de´fini, il reste a` pre´ciser la loi horaire de la fissuration, i.e. la fonction t 7→ ℓ(t)
donnant la position de la pointe de la fissure en fonction du temps. L’e´volution de la fissuration sera
re´gulie`re en temps suivant que la fonction t 7→ ℓ(t) l’est ou non. Nous allons commencer par e´tudier
le cas d’une propagation re´gulie`re.
Fissuration progressive et la loi de Griffith
E´nonc¸ons tout de suite le re´sultat.
Proposition 13. Si t 7→ ℓ(t) est absolument continue, alors l’e´volution de la fissuration suit la loi de
Griffith, i.e. t 7→ ℓ(t) ve´rifie pour presque tout t :
(G0) La condition initiale : ℓ(0) = 0;
(G1) La condition d’irre´versibilite´ :
dℓ
dt
(t) ≥ 0;
(G2) Le crite`re de Griffith : −t2dF
dℓ
(ℓ(t)) ≤ k(x(ℓ(t)), n(ℓ(t))) ;
(G3) La condition d’e´volution :
dℓ
dt
(t) = 0 si − t2dF
dℓ
(ℓ(t)) < k(x(ℓ(t)), n(ℓ(t))).
Preuve. Comme t 7→ ℓ(t) est suppose´e absolument continue, elle est de´rivable pour presque tout t et
(G1) est une conse´quence directe de la condition d’irre´versibilite´ (L1). E´tablissons (G2). Pour cela
e´crivons (L2) a` un instant t en prenant pour e´tat de fissuration test Γℓ(t)+h, h > 0 :
t2F (ℓ(t)) +H(ℓ(t)) ≤ t2F (ℓ(t) + h) +H(ℓ(t) + h).
En divisant par h et en passant a` la limite quand h tend vers 0, on obtient (G2). En remplac¸ant
ℓ(t) + h par ℓ(t+ h) dans l’ine´galite´ ci-dessus, on obtient :
dℓ
dt
(t)
(
−t2dF
dℓ
(ℓ(t))− k(x(ℓ(t)), n(ℓ(t)))
)
≤ 0.
En e´crivant (L2) a` l’instant t avec s = t− h, en divisant par h et en passant a` la limite quand h tend
vers 0, on trouve l’ine´galite´ inverse, d’ou` finalement l’e´galite´ :
dℓ
dt
(t)
(
−t2dF
dℓ
(ℓ(t))− k(x(ℓ(t)), n(ℓ(t)))
)
= 0, (2.47)
qui n’est rien d’autre que (G3).
⋆ Remarque.
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⋆ (G2) n’est e´videmment rien d’autre que le crite`re de Griffith, puisque −t2dF
dℓ
(ℓ(t)) repre´sente
le taux de restitution d’e´nergie e´lastique.
⋆ (G3) est l’hypothe`se usuelle pour une loi a` seuil demandant qu’il n’y ait pas de propagation
de la fissure tant que le taux de restitution d’e´nergie n’a pas atteint une valeur critique — ici
k(x, n) — caracte´ristique du mate´riau.
⋆ Soulignons le fait qu’ici cette loi d’e´volution est une conse´quence de notre principe de moindre
e´nergie et qu’elle ne vaut que dans la mesure ou` l’e´volution est re´gulie`re. On peut donc dire que
la loi d’e´volution de Griffith devient ici une condition ne´cessaire d’optimalite´ pour les e´volutions
re´gulie`res.
Fissuration brutale et le crite`re de Griffith ge´ne´ralise´
Envisageons maintenant une e´volution non re´gulie`re de la fissuration en supposant qu’il y a une
fissuration brutale a` l’instant t0, autrement dit que t 7→ ℓ(t) est discontinue a` l’instant t0, ses limites
a` gauche et a` droite e´tant note´es respectivement ℓ−(t0) et ℓ
+(t0), ℓ
−(t0) 6= ℓ+(t0). On a alors
Proposition 14. Si l’e´volution de la fissuration est discontinue a` l’instant t0, alors t0, ℓ
+(t0) et ℓ
−(t0)
sont lie´s par la relation de saut suivante :
(G4) Le crite`re de Griffith ge´ne´ralise´ : −t20(F (ℓ+(t0))− F (ℓ−(t0))) = H(ℓ+(t0))−H(ℓ−(t0)).
Preuve. E´crivons la loi (L2) a` l’instant t0 − h en prenant pour e´tat de fissuration test Γ(t0 + h) :
(t0 − h)2(F (ℓ(t0 − h)) +H(ℓ(t0 − h) ≤ (t0 − h)2(F (ℓ(t0 + h)) +H(ℓ(t0 + h).
En passant a` la limite quand h tend vers 0, il vient :
−t20(F (ℓ+(t0))− F (ℓ−(t0))) ≤ H(ℓ+(t0))−H(ℓ−(t0)).
E´crivons la loi (L3) a` l’instant t0 + h en prenant pour e´tat de fissuration ante´rieur Γ(t0 − h) :
(t0 + h)
2(F (ℓ(t0 + h)) +H(ℓ(t0 + h) ≤ (t0 + h)2(F (ℓ(t0 − h)) +H(ℓ(t0 − h).
En passant a` la limite quand h tend vers 0, il vient :
−t20(F (ℓ+(t0))− F (ℓ−(t0))) ≥ H(ℓ+(t0))−H(ℓ−(t0)),
i.e. l’ine´galite´ inverse de celle obtenue auparavant, d’ou` (G4).
⋆ Remarque. Ce re´sultat appelle quelques commentaires.
⋆ Cette condition de saut n’est pas sans rappeler les conditions de saut de Rankine-Hugoniot a` la
traverse´e d’une onde de choc. Elle n’est en fait rien d’autre qu’une condition de conservation de
l’e´nergie totale du milieu lors d’une fissuration brutale, la restitution d’e´nergie e´lastique — le
premier membre de (G4) — venant compenser exactement l’accroissement d’e´nergie de surface
— le second membre de (G4). Par rapport au crite`re de Griffith habituel, on a simplement
remplace´ les de´rive´es des e´nergies par leurs accroissements.
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⋆ Si le milieu est homoge`ne et isotrope, la te´nacite´ est inde´pendante de x et de n, k(x, n) = κ, et la
relation de saut s’interpre`te comme un crite`re de propagation portant sur le taux de restitution
d’e´nergie moyen :
1
ℓ+(t0)− ℓ−(t0)
∫ ℓ+(t0)
ℓ−(t0)
−t20
dF
dℓ
(ℓ)dℓ = κ (2.48)
⋆ Cette relation de saut a e´te´ postule´e re´cemment par Hashin dans [27] alors qu’elle est ici une
conse´quence des lois d’e´volution (L0)–(L3). Notons qu’elle ne fournit qu’une relation entre les
trois quantite´s : la valeur du chargement t0 et les e´tats de fissuration avant ℓ
−(t0) et apre`s ℓ
+(t0).
Seule, elle n’est pas capable de pre´dire a` la fois quand et comment la fissuration brutale aura
lieu, alors que, comme nous allons le voir, (L0)–(L3) le peuvent.
2.4.3 Fissuration progressive ou fissuration brutale ?
Le roˆle de la convexite´
Dans les deux paragraphes pre´ce´dents la re´gularite´ ou non de l’e´volution de la fissuration e´tait
pre´suppose´e. Il s’agit de trouver dans quelles circonstances il y aura fissuration progressive ou au
contraire fissuration brutale. La re´ponse passe par l’e´tude comple`te du proble`me d’e´volution. Effec-
tuons au pre´alable le changement de variable suivant :
λ = H(ℓ), Fˆ = F ◦H−1, (2.49)
ce qui revient a` prendre comme variable d’e´tat de la fissuration, non plus sa longueur, mais son e´nergie
de surface — ce changement e´tant licite puisqueH est strictement croissante et (absolument) continue.
Dans le contexte actuel le proble`me d’e´volution s’e´crit :
Loi 3 (E´volution de l’e´nergie de surface de la fissure). Trouver t 7→ λ(t) croissante telle que
(F1) Condition initiale : λ(0) = 0;
(F2) Premie`re condition d’optimalite´ : t2Fˆ (λ(t)) + λ(t) ≤ t2Fˆ (λ) + λ, ∀λ ≥ λ−(t) ;
(F3) Seconde condition d’optimalite´ : t2Fˆ (λ(t)) + λ(t) ≤ t2Fˆ (λ(s)) + λ(s), ∀s ≤ t.
Les deux Propositions qui suivent montrent que la re´gularite´ de l’e´volution tient a` la convexite´ de
Fˆ .
Proposition 15. Si Fˆ est continuˆment de´rivable et strictement convexe, alors le proble`me d’e´volution
admet pour unique solution la fonction croissante continue t 7→ λ(t) suivante :
λ(t) =


0 si 0 ≤ t ≤ te,
Fˆ ′
−1 (− 1t2 ) si te ≤ t ≤ tr,
H(ℓr) si t ≥ tr,
avec te =
1√
−Fˆ ′(0)
, tr =
1√
−Fˆ ′(H(ℓr))
. (2.50)
Preuve. Ve´rifions d’abord que cette e´volution est bien solution.
(i) Elle est croissante et continue puisque, Fˆ e´tant continuˆment de´rivable et strictement convexe,
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sa de´rive´e est continue et strictement croissante, mettant en bijection les intervalles [0,H(ℓr)] et
[Fˆ ′(0), Fˆ ′(H(ℓr))] = [− 1t2e ,−
1
t2r
].
(ii) λ(t) re´alise le minimum de t2Fˆ (λ)+λ sur l’intervalle [0,H(ℓr)]. En effet, du fait de la convexite´
de Fˆ , le minimum est respectivement atteint en 0 si t2Fˆ ′(0) + 1 ≥ 0, en H(ℓr) si t2Fˆ ′(H(ℓr)) + 1 ≤ 0
et en λ tel que t2Fˆ ′(λ) + 1 = 0 sinon.
(iii) Cette proprie´te´ de minimum de λ(t) garantit la ve´rification de (F2) et (F3).
Montrons maintenant que c’est la seule solution. Soit t 7→ λˆ(t) une solution.
(1) Comme λˆ(0) = 0, que (F3) impose que t2Fˆ (λˆ(t)) + λˆ(t) ≤ t2Fˆ (0) et que 0 est l’unique
minimiseur quand t ≤ te, on a ne´cessairement λˆ(t) = 0 si 0 ≤ t ≤ te.
(2) Comme (F2) impose que t2Fˆ (λˆ(t)) + λˆ(t) ≤ t2Fˆ (H(ℓr)) + H(ℓr) et que H(ℓr) est l’unique
minimiseur quand t ≥ tr, on a ne´cessairement λˆ(t) = H(ℓr) si t ≥ tr.
(3) λˆ(t) est continue en te et en tr. En effet, le crite`re de Griffith ge´ne´ralise´ impose la continuite´
de l’e´nergie et donc
t2eFˆ (λˆ
+(te)) + λˆ
+(te) = t
2
eFˆ (0), t
2
rFˆ (λˆ
−(tr)) + λˆ
−(tr) = t
2
rFˆ (H(ℓr)) +H(ℓr).
Mais comme 0 et H(ℓr) sont les seuls minimiseurs respectivement en te et en tr, on a λˆ
+(te) = 0 et
λˆ−(tr) = H(ℓr).
(4) Montrons que λˆ(t) est continue en tout t. Il reste a` le ve´rifier si te < t < tr. Du fait de la
continuite´ de l’e´nergie et de (F2), on a
t2Fˆ (λˆ−(t)) + λˆ−(t) = t2Fˆ (λˆ+(t)) + λˆ+(t) ≤ t2Fˆ (λˆ) + λˆ ∀λˆ ≥ λˆ−(t).
Comme t2Fˆ (λˆ) + λˆ est d’abord strictement de´croissante, puis minimale en Fˆ ′
−1 (− 1t2 ) et enfin stric-
tement croissante, on a ne´cessairement λˆ−(t) = λˆ+(t) ≥ Fˆ ′−1 (− 1
t2
)
, d’ou` la continuite´ annonce´e.
(5) t 7→ λˆ(t) e´tant continue et croissante de 0 a` H(ℓr), elle prend toutes les valeurs dans l’intervalle.
Mais alors (F2) et (F3) exigent que λˆ(t) minimise t2Fˆ (λˆ) + λˆ sur l’intervalle [0,H(ℓr)]. Du fait de la
stricte convexite´ de Fˆ ce minimiseur est unique, et donc, d’apre`s (ii), λˆ = λ.
⋆ Remarque. Dans l’intervalle [te, tr] ou` la fissure croˆıt continuˆment, le crite`re de Griffith (G2)
est ve´rifie´. C’est d’ailleurs lui qui fournit la valeur de λ(t). La convexite´ de Fˆ joue e´videmment un
roˆle essentiel tout au long de la de´monstration. Mais le caracte`re strict de la convexite´ est e´galement
important. Par exemple si Fˆ (λ) est line´aire sur l’intervalle [λ1, λ2], alors λ(t) sautera de λ1 a` λ2 a`
l’instant t =
(
−Fˆ ′(λ1)
)−1/2
=
(
−Fˆ ′(λ2)
)−1/2
. Par contre, la re´gularite´ de Fˆ n’intervient que pour la
croissance stricte de la fissuration. Si sa de´rive´e est discontinue en un point λ, alors λ(t) restera a` la
valeur λ sur tout l’intervalle de temps [
(
−Fˆ ′(λ−)
)−1/2
,
(
−Fˆ ′(λ+)
)−1/2
].
Proposition 16. Si Fˆ est concave, alors l’e´volution est brutale, le proble`me d’e´volution admettant
pour unique solution :
λ(t) =
{
0 si 0 ≤ t < tr,
H(ℓr) si t > tr,
avec tr =
√
H(ℓr)
F (ℓ0)− F (ℓr) . (2.51)
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Preuve. Commenc¸ons par la minimisation de λ 7→ t2Fˆ (λ) + λ sur l’intervalle [0,H(ℓr)], le minimum
e´tant atteint puisqu’ on minimise une fonction concave borne´e — donc continue — sur un compact.
Comme Fˆ est concave, il est facile de voir que le minimum est atteint uniquement en 0 si t < tr, et,
uniquement en H(ℓr) si t > tr. Mais l’utilisation conjointe de (F2) et (F3) fournit
t2Fˆ (λ(t)) + λ(t) ≤ t2Fˆ (0), t2Fˆ (λ(t)) + λ(t) ≤ t2Fˆ (H(ℓr)) +H(ℓr),
et donc
t2Fˆ (λ(t)) + λ(t) ≤ min
{
t2Fˆ (0); t2Fˆ (H(ℓr)) +H(ℓr)
}
= min
λ∈[0,H(ℓr)]
{
t2Fˆ (λ) + λ
}
qui demande que λ(t) soit le minimiseur de t2Fˆ (λ) + λ, d’ou` le re´sultat.
⋆ Remarque. L’e´tat de fissuration n’est pas de´fini a` la charge de rupture tr. On peut aussi bien avoir
λ(tr) = 0 que λ(tr) = H(ℓr). Au changement de notations pre`s, le saut en tr satisfait le crite`re de
Griffith ge´ne´ralise´ (G4). On peut meˆme conside´rer que ce crite`re fournit ici la charge de rupture tr
puisque le saut de λ est donne´.
On peut traiter le cas ge´ne´ral, i.e. sans hypothe`se de convexite´ sur Fˆ . On commence par e´tablir la
Proposition 17. Si Fˆ est continue, alors le proble`me d’e´volution admet pour unique(s) solution(s)
le(s) fonction(s) t 7→ λ(t) telle(s) que λ(t) minimise t2Fˆ (λ) + λ sur [0,H(ℓr)].
Preuve. Comme Fˆ est continue sur un compact, t2Fˆ (λ) + λ sur [0,H(ℓr)] atteint son minimum en
un (plusieurs) point(s). Choisissons un de ces points et de´signons le par λ(t). Il est facile de ve´rifier
que λ(t) est une fonction croissante de t valant 0 en t = 0. Du fait-meˆme de sa de´finition elle ve´rifie
(F2) et (F3), elle est donc une solution du proble`me d’e´volution. Montrons qu’elles sont toutes de
cette forme. Soit t 7→ λ(t) une solution. Il suffit de montrer que l’on a, pour tout λ ∈ [0, λ−(t)],
t2Fˆ (λ(t)) + λ(t) ≤ t2Fˆ (λ) + λ, (2.52)
car alors, l’ine´galite´ e´tant vraie pour λ ≥ λ−(t) d’apre`s (F2), λ(t) sera un minimiseur de t2Fˆ (λ) + λ
sur tout l’intervalle [0,H(ℓr)]. Comme λ(t) est une fonction croissante de t, elle est discontinue sur un
ensemble au plus de´nombrable de points. Soient ti−1 et ti, avec ti−1 < ti < t, les instants correspondants
a` deux sauts conse´cutifs ante´rieurs a` l’instant t conside´re´, λ±i−1 et λ
±
i les limites avant ou apre`s de
chacun de ces sauts. Comme, d’apre`s (F3), l’ine´galite´ (2.52) est vraie sur l’ intervalle
(
λ+i−1, λ
−
i
)
puisque toutes ces valeurs sont prises a` un instant s ∈ (ti−1, ti), il ne reste plus qu’a` l’e´tablir pour l’
intervalle
[
λ−i , λ
+
i
]
. Or, en utilisant (F3) avec s = ti + h et en passant a` la limite quand h→ 0, on a
t2Fˆ (λ(t)) + λ(t) ≤ t2Fˆ (λ+i ) + λ+i . (2.53)
De plus, en utilisant (F2) et (G4), il vient
t2i Fˆ (λ
−
i ) + λ
−
i = t
2
i Fˆ (λ
+
i ) + λ
+
i ≤ t2i Fˆ (λ) + λ ∀λ ≥ λ−i . (2.54)
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Mais alors, en utilisant (2.54) et la de´croissance de Fˆ , il vient pour tout λ ∈ [λ−i , λ+i ]
t2Fˆ (λ+i ) + λ
+
i = (t
2 − t2i )Fˆ (λ+i ) + t2i Fˆ (λ+i ) + λ+i
≤ (t2 − t2i )Fˆ (λ) + t2i Fˆ (λ) + λ = t2Fˆ (λ) + λ
qui combine´e avec (2.53) fournit l’ine´galite´ cherche´e.
En pratique pour de´terminer λ(t), on peut utiliser le fait que le minimum de t2Fˆ (λ) + λ co¨ıncide
avec celui de t2Fˆ ∗∗(λ) + λ, Fˆ ∗∗ de´signant la convexifie´e de Fˆ 22. En s’aidant des re´sultats pre´ce´dents,
on voit alors que la fissuration est continue sur les parties strictement convexes de Fˆ ∗∗ et discontinue
sur les parties line´aires.
Exemple. Conside´rons une fonction Fˆ comme celle repre´sente´e sur la figure suivante : concave au
voisinage de 0 et de λr, convexe entre, sa convexifie´e co¨ıncidant dans l’intervalle [λ1, λ2] et e´tant
line´aire en dehors.
λ1 λ2 λr
λ
F^(λ)
Figure 2.6 – Exemple de fonction Fˆ non convexe et de sa convexifie´e Fˆ ∗∗.
L’e´volution de la fissuration est donne´e par
λ(t) =


0 si 0 ≤ t < te,
0 ou λ1 si t = te,
Fˆ ′
−1 (− 1t2 ) si te ≤ t ≤ tr,
λ2 ou λr si t = tr,
λr si t > tr,
(2.55)
22. parfois appele´e la bipolaire ou encore la Γ-re´gularise´e de Fˆ .
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avec
λr = H(ℓr), te =
√
λ1
Fˆ (0)− Fˆ (λ1)
=
1√
−Fˆ ′(λ1)
, tr =
√
λr − λ2
Fˆ (λ2)− Fˆ (λr)
=
1√
−Fˆ ′(λ2)
.
(2.56)
Il y a un premier saut a` l’instant te, la fissuration passant de 0 a` λ1, suivi d’une fissuration progressive, la
fissuration e´voluant continuˆment de λ1 a` λ2, et pour finir un deuxie`me saut a` l’instant tr, la fissuration
passant de λ2 a` λr qui correspond a` la rupture. On notera dans les expressions donnant (te, λ1) d’une
part et (tr, λ2) d’autre part que la premie`re e´galite´ correspond au crite`re de Griffith ge´ne´ralise´ alors
que la deuxie`me correspond au crite`re de Griffith usuel.
Re´sumons les re´sultats de cette sous-section en comparant les re´sultats pre´vus par notre formulation
avec ceux de la the´orie de Griffith.
⋆ Remarque.
⋆ Quand Fˆ est strictement convexe et re´gulie`re, les re´sultats sont identiques ;
⋆ Quand Fˆ est concave, la the´orie de Griffith pre´voit que la fissuration s’initiera a` un instant ti
fournit par le crite`re de Griffith : t2i Fˆ
′(0) = −1. Mais, du fait de la concavite´ de Fˆ , le crite`re de
Griffith ne pourra plus eˆtre ve´rifie´ apre`s : −t2Fˆ ′(λ) > 1, pour tout t > ti et tout λ ≥ 0. Autrement
dit, stricto sensu, le proble`me (G1)–(G3) n’a plus de solution. La fissure est de´cre´te´e instable,
elle est sense´e se propager, mais on ne sait pas jusqu’ou`. On pourrait de´cre´ter qu’il y a rupture
a` l’instant ti et que λ saute de 0 a` λr, mais ce en violant les lois, que ce soit le crite`re de
Griffith usuel (G2) ou le crite`re de Griffith ge´ne´ralise´ (G4). De plus, toujours du fait de la
concavite´ de Fˆ , la charge d’initiation de la fissuration ti pre´vue par le crite`re de Griffith est
toujours supe´rieure ou e´gale a` la charge de premie`re fissuration et de rupture tr pre´vue par notre
formulation — l’e´galite´ n’ayant lieu que si Fˆ est line´aire. Remarquons d’ailleurs que ti = ∞ si
Fˆ ′(0) = 0, autrement dit que, selon la the´orie de Griffith, la fissuration n’e´voluera jamais si le
taux de restitution d’e´nergie est nul en λ = 0. Cette situation qui est loin d’eˆtre exceptionnelle,
comme nous allons le voir dans la sous-section suivante, met en lumie`re toutes les insuffisances
de la the´orie de Griffith, qui par essence, n’est pas apte a` ge´rer les phe´nome`nes de propagation
brutale.
⋆ Dans le cas ge´ne´ral, les deux approches fournissent des re´sultats diffe´rents. Ainsi, dans l’exemple
pre´ce´dent ou`, d’apre`s la figure, Fˆ ′(0) = 0, la the´orie de Griffith pre´voit qu’il n’y aura jamais
fissuration.
Le roˆle des singularite´s
Dans la the´orie de Griffith, les singularite´s des de´placements et des contraintes jouent un roˆle
essentiel. En particulier, en bidimensionnel, c’est parce que le champ des de´placements est singulier
comme
√
r a` la pointe d’une fissure que le taux de restitution d’e´nergie G est fini et non nul, la
formule d’Irwin reliant alors G aux coefficients d’intensite´ des contraintes. Nous nous proposons de
montrer que les singularite´s jouent e´galement un roˆle important dans notre formulation, en particulier
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dans le caracte`re progressif ou brutal de la fissuration. Nous nous plac¸ons pour cela dans un cadre
bidimensionnel et adoptons quelques hypothe`ses simplificatrices afin d’alle´ger la pre´sentation.
Hypothe`se. Le milieu est bidimensionnel, line´airement e´lastique et dans un e´tat de fissuration initial
Γ0. On suppose que le champ des de´placements du milieu a` l’e´quilibre sous un chargement unitaire,
soit u(Γ0), pre´sente, au voisinage d’un nombre fini de points
(
xi
)
1≤i≤n
, une singularite´ en rαi, avec
0 < αi < 1, i.e. en de´notant par [ri, θi] le syste`me de coordonne´es polaires de poˆle xi :
u(Γ0)(x) =
n∑
i=1
rαii vi(θi) + uˆ(x), uˆ ∈ H2(Ω\Γ0,R2).
De plus la te´nacite´ est suppose´e constante dans un voisinage de chaque point xi, i.e. k(x, n) = κi dans
ce voisinage.
⋆ Remarque. Le coefficient de la singularite´ αi doit eˆtre positif pour que l’e´nergie e´lastique Ed(Γ0, U0)
soit finie, infe´rieur a` 1 pour qu’il s’agisse effectivement d’une singularite´, i.e. u(Γ0) 6∈ H2(Ω\Γ0,R2). En
pratique, les xi correspondent aux points anguleux de la frontie`re — pointe de fissure par exemple —,
aux points de la frontie`re ou` il y a un changement de conditions aux limites — passage de conditions
de Dirichlet a` des conditions de Neumann par exemple — ou aux points anguleux d’interfaces, cf. [26]
et [25].
Nous nous proposons d’e´tudier en quoi la pre´sence de telles singularite´s influence la fissuration, en
particulier l’instant te et le caracte`re brutal ou progressif de la premie`re fissuration. Il faut pour cela
e´valuer la restitution d’e´nergie e´lastique provoque´e par un de´faut de petite taille. Cette estimation a
e´te´ faite par D. Leguillon [33] et fait l’objet de la Proposition suivante.
Proposition 18 (D. Leguillon, [33]). Soit Γℓ une fissure de longueur ℓ, suppose´e petite, place´e au
voisinage d’un point singulier x0
23 ou` la singularite´ est en rα. Alors l’e´nergie e´lastique associe´ a` l’e´tat
de fissuration Γ0 ∪ Γℓ est donne´e par :
Ed(Γ0 ∪ Γℓ, U0) = Ed(Γ0, U0)−K ℓ2α + o(ℓ2α), K > 0. (2.57)
⋆ Remarque. Dans [33], le re´sultat est montre´ en utilisant la technique des de´veloppements asymp-
totiques raccorde´s. On voit qu’il fournit essentiellement l’ordre de grandeur de la restitution d’e´nergie
due a` un de´faut de petite taille en fonction du coefficient de la singularite´. Le coefficient K de´pend a` la
fois de la forme du de´faut et de la singularite´ du champ en x0 en l’absence de de´faut — en particulier
des facteurs d’intensite´ des contraintes —, mais pas de la taille du de´faut. Le re´sultat reste valable
si le coefficient α de la singularite´ est complexe, a` condition de remplacer α par sa partie re´elle dans
(2.57). On peut aussi utiliser (2.57) si le petit bout de fissure Γℓ ne se situe pas au voisinage d’un point
singulier en prenant α = 1 et K ≥ 0. Notons que (2.57) montre que le taux de restitution d’e´nergie
n’est fini et non nul en ℓ = 0 que si α = 1/2 — il vaut alors K —, qu’il tend vers l’infini comme ℓ2α−1
23. i.e. Γℓ est dans une boule de centre x0 et de rayon tendant vers 0 avec ℓ
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si α < 1/2 — on parlera alors de singularite´ forte — et qu’il tend vers 0 comme ℓ2α−1 si α > 1/2 — on
parlera alors de singularite´ faible.
Nous sommes maintenant en mesure de montrer l’influence des singularite´s sur l’apparition de la
fissuration.
Proposition 19. Le milieu e´tant dans l’ e´tat de fissuration Γ0 est soumis a` un chargement line´aire
croissant. Suivant le type de points singuliers que contient le champ des de´placements u(Γ0), la
premie`re fissuration pre´sentera les caracte´ristiques suivantes :
(i) S’il existe des points xi ayant une singularite´ forte, i.e. avec 0 < αi < 1/2, alors il y a
fissuration progressive au voisinage de ces points de`s la mise en charge, i.e. te = 0, et la longueur
ℓi du de´faut au voisinage de ces points croˆıt continuˆment avec t, pour des t petits, suivant une loi
puissance :
ℓi(t) ≈
(
2αi
Ki
κi
t2
) 1
1−2αi
; (2.58)
(ii) Si les points les plus singuliers ont une singularite´ en
√
r, i.e. si mini αi = 1/2, alors la
fissuration apparaˆıtra en un temps fini non nul, i.e. 0 < te <∞, cette premie`re fissuration pouvant
eˆtre brutale ou progressive ;
(iii) Si tous les points singuliers ont une singularite´ faible, i.e. si 1/2 < αi < 1 pour tout i, alors
la fissuration apparaˆıtra brutalement en un temps fini non nul, i.e. 0 < te <∞ et Γ+(te) 6= Γ0 ;
(iv) S’il n’existe pas de point singulier, alors soit il n’y aura jamais fissuration, i.e. te =∞, soit la
fissuration apparaˆıtra brutalement en un temps fini non nul, i.e. 0 < te <∞ et Γ+(te) 6= Γ0.
Preuve. Pour l’essentiel la de´monstration de ces proprie´te´s s’appuie sur (2.57) et sur le fait que la
fonction ℓ 7→ −ℓp est strictement convexe si 0 < p < 1, line´aire si p = 1, et strictement concave si
p > 1. Envisageons tour a` tour chaque cas pre´vu dans l’e´nonce´.
(i) Montrons que te = 0 par l’absurde. Sinon, si te > 0, plac¸ons-nous a` un instant t tel que 0 < t < te
et envisageons, au voisinage d’un point a` singularite´ forte xi, un petit de´faut Γℓi de longueur ℓi donne´e
par (2.58). Alors, en utilisant (2.57), l’e´nergie du milieu dans cet e´tat de fissuration ve´rifie, pour t
assez petit :
E(Γ0 ∪ Γℓi , t) = E(Γ0, t)−
( 1
2αi
− 1)κiℓi + o(ℓi) < E(Γ0, t),
ce qui contredit (L2). Donc te = 0. Montrons que la fissuration est ne´cessairement progressive au
voisinage de t = 0, i.e. Γ+(0) = Γ0. En utilisant (L3) avec s = 0 et en faisant tendre t vers 0, il vient
a` la limite :
Es(Γ
+(0)) ≤ lim
t→0
Es(Γ(t)) ≤ Es(Γ0),
mais comme Γ+(0) contient Γ0 on a ne´cessairement l’e´galite´. Par conse´quent, pour t suffisamment
petit, l’e´tat de fissuration Γ(t) peut se mettre sous la forme :
Γ(t)\Γ0 =
n⋃
i=0
Γℓi(t),
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ou` les Γℓi(t), pour 1 ≤ i ≤ n, sont des petits de´fauts de longueur ℓi(t) — e´ventuellement nulle —
situe´s dans un voisinage des points singuliers xi, et ou` Γℓ0(t) repre´sente d’e´ventuels petits de´fauts de
longueur totale ℓ0(t) — petite et e´ventuellement nulle — situe´s au voisinage de points non singuliers.
En posant α0 = 1 et en utilisant (2.57), l’e´nergie du milieu a` un instant t petit s’e´crit :
E(Γ(t), t) = E(Γ0, t) +
n∑
i=0
(−t2 (Kiℓi(t)2αi + oi (ℓi(t)2αi))+ κiℓi(t)) .
En adaptant les re´sultats de la sous-section pre´ce´dente, on voit que d’une part ℓi(t) doit tendre vers
0 avec t et d’autre part qu’il doit minimiser −t2 (Kiℓ2αi + oi (ℓ2αi))+ κiℓ. Lorsque αi ≥ 1/2, l’e´nergie
de surface l’emporte sur la restitution d’e´nergie e´lastique et on a ne´cessairement ℓi(t) = 0. Par contre,
lorsque αi < 1/2, le minimum est atteint en ℓi(t) donne´ par (2.58), qui est bien croissant depuis 0.
D’ou` le re´sultat annonce´.
(ii) Supposons maintenant qu’il n’existe pas de point fortement singulier. On a ne´cessairement
te > 0, sinon on pourrait reprendre le raisonnement fait en (i) qui conduirait a` ℓi(t) = 0 pour tout i
et t voisin de 0, i.e. a` Γ(t) = Γ0, ce qui constituerait une contradiction. On a e´galement te < ∞, car
l’e´galite´ ne peut avoir lieu, en vertu de la Proposition 10, que si l’e´nergie e´lastique est minimale pour
l’e´tat de fissuration Γ0, ce qui n’est pas le cas, d’apre`s (2.57), de`s lors que u(Γ0) est singulier.
(iii) Graˆce au raisonnement pre´ce´dent, on a toujours 0 < te < ∞. Montrons que Γ+(te) 6= Γ0
en reprenant le raisonnement fait en (i). Sinon ℓi(t) devrait d’une part tendre vers 0 lorsque t 7→ te
et d’autre part minimiser −t2 (Kiℓ2αi + oi (ℓ2αi)) + κiℓ. Mais comme 2αi > 1, l’e´nergie de surface
l’emporte sur la restitution d’e´nergie e´lastique pour de faibles valeurs de ℓ et on aurait ne´cessairement
ℓi(t) = 0 pour t voisin de te, ce qui est contradictoire avec la de´finition de te. A` noter que nous ne
pouvions faire ce raisonnement en (ii) car les deux e´nergies sont du meˆme ordre si αi = 1/2.
(iv) Ce cas a en fait de´ja` e´te´ e´tudie´ en (ii) et (iii).
⋆ Remarque.
⋆ On comprend mieux a` la lecture de ces proprie´te´s pourquoi notre formulation re´ussit la` ou`
e´choue la the´orie de Griffith. Le taux de restitution d’e´nergie d’une fissure naissante loin d’une
singularite´ forte e´tant nul, le crite`re de Griffith ne peut jamais eˆtre atteint et aucune fissure ne
peut se cre´er progressivement. Par contre, en envisageant la cre´ation brusque d’une fissure de
longueur finie et en adoptant un crite`re de Griffith ge´ne´ralise´, i.e. en fait un crite`re portant sur
le taux de restitution d’e´nergie moyen, des fissures peuvent apparaˆıtre pour des chargements
finis. Lorsque le milieu a initialement un champ de de´placement singulier en
√
r — ce qui est
souvent le cas lorsque le milieu est pre´fissure´ — , on ne peut conclure quant au caracte`re brutal
ou progressif de la premie`re fissuration, les deux situations pouvant alors se pre´senter.
⋆ En pre´sence d’une singularite´ forte — c’est le cas par exemple en e´lasticite´ antiplane, a` la
pointe d’un coin rentrant ou` il y a un changement de type de conditions aux limites (Neumann-
Dirichlet), cf. [26] — , la fissuration e´tant progressive, elle suit la loi de Griffith 24 bien que le
taux de restitution d’e´nergie correspondant a` un chargement unitaire soit infini. Mais comme la
24. Le lecteur scrupuleux aura note´ que (2.58) peut se de´duire aussi du crite`re de Griffith
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propagation s’effectue sous un chargement infinite´simal, le taux de restitution d’e´nergie re´el est
fini. La relation (2.58) montre que plus la singularite´ est forte (α petit), plus l’ordre de grandeur
de la vitesse de croissance du de´faut est grand. A` singularite´ e´gale, la fissure croˆıtra plus vite au
voisinage des points pre´sentant le plus grand rapport entre le facteur d’intensite´ de la singularite´
(le coefficient K) et la te´nacite´ (κ). Notons que si (2.58) nous fournit l’e´volution de la taille du
de´faut, nous ne savons rien quant a` sa forme. Il faudrait envisager toutes les formes et retenir
celle qui conduit, a` longueur e´gale, a` la plus grande restitution d’e´nergie e´lastique, i.e. celle
donnant le plus grand facteur d’intensite´ de la singularite´ K.
⋆ Notons aussi que ces proprie´te´s, e´tablies dans un cadre bi-dimensionnel, sont conformes aux
solutions exactes des proble`mes uni- ou tri-dimensionnels traite´s dans la section pre´ce´dente. Dans
les trois exemples le champ u(∅) des de´placements a` l’e´quilibre du milieu sain est non singulier
et comme il existe des e´tats de fissuration sans e´nergie e´lastique on est dans la situation (iv) avec
te <∞. La premie`re fissuration est brutale — et il s’ave`re meˆme qu’elle conduit imme´diatement
a` la rupture.
Apre`s avoir e´tudier l’influence des singularite´s sur l’apparition de la fissuration, essayons d’analyser
leur influence sur la rupture en se plac¸ant maintenant dans la situation extreˆme ou` seul un petit
ligament empeˆche que le milieu ne soit se´pare´ en deux (ou plusieurs) morceaux. On adopte pour cela
l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se. Le milieu est bidimensionnel, line´airement e´lastique, soumis a` un chargement line´aire
croissant et atteignant, a` un instant tr, un e´tat de fissuration Γr, de longueur ℓr qui de´bouche en un
point non anguleux xr de la surface libre ∂FΩ. Au voisinage de xr, Γr est une courbe re´gulie`re dont
la tangente en xr ne co¨ıncide pas avec la normale a` ∂FΩ et le milieu est suppose´ avoir une te´nacite´
constante, k(x, n) = κ. Le champ des de´placements ur du milieu a` l’e´quilibre, sous le chargement
unitaire U0, dans l’ e´tat de fissuration Γr est suppose´ discontinu en xr. On de´note, pour h voisin de
0, par Γh le ligament de longueur h, i.e. la partie de Γr de longueur h situe´e au voisinage de xr.
La question que l’on se pose est de savoir si un ligament peut se rompre progressivement ou au
contraire s’il se rompt toujours brutalement. Autrement dit, avec les notations adopte´es jusqu’ici,
a-t-on Γ−(tr) = Γr ? La re´ponse passe par l’e´valuation de la restitution d’e´nergie e´lastique provoque´e
par la rupture du ligament. Cette estimation a e´galement e´te´ faite par D. Leguillon dans [34] et fait
l’objet de la Proposition suivante.
Proposition 20 (D. Leguillon, [34]). Soit Γh le ligament de Γr de longueur h, suppose´e petite, place´
au voisinage du point xr. Alors l’e´nergie e´lastique associe´ a` l’e´tat de fissuration Γr\Γh est donne´e par :
Ed(Γr\Γh, U0) = Ed(Γr, U0)− K
lnh
+ o(1/ ln h), K > 0. (2.59)
Ce re´sultat est e´tabli dans [34] en utilisant, comme pre´ce´demment, la me´thode des de´veloppements
asymptotiques raccorde´s. Les spe´cialistes auront reconnu dans la singularite´ logarithmique le compor-
tement a` l’infini, en e´lasticite´ plane, du champ de de´placement re´sultant d’une force concentre´e, cf.
[41]. Ici, ce sont les contraintes charge´es de maintenir la cohe´sion du ligament qui apparaissent, a`
longue distance du ligament, comme une force concentre´e. Le coefficient K est strictement positif, de`s
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Figure 2.7 – E´tat de fissuration avec petit ligament.
lors que le champ ur — qui est donc le champ de de´placement du milieu a` l’e´quilibre apre`s rupture
du ligament — est suppose´ discontinu en xr. Il relie en fait la force concentre´e en xr au saut de ur en
xr. A` l’aide de cette estimation, il n’est pas difficile de conclure.
Proposition 21. Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la rupture du ligament est brutale : Γ−(tr) 6=
Γ+(tr) = Γr.
Preuve. On est dans les conditions de la sous-section pre´ce´dente. Posons ℓ = ℓr − h et Γℓ = Γr\Γh.
Comme F (ℓ) = Ed(Γr, U0)−K/ log(ℓr − ℓ) + o(1/ ln(ℓr − ℓ)) et que H(ℓ) = κℓ, il suffit de remarquer
que la fonction F est concave pour ℓ assez proche de ℓr et d’utiliser les re´sultats de la sous-section
pre´ce´dente pour en de´duire que l’on ne peut avoir une croissance continue de ℓ(t) jusqu’a` ℓr, autrement
dit que la rupture du ligament est ne´cessairement brutale.
⋆ Remarque. En combinant les re´sultats relatifs a` l’initiation de la fissuration et a` la rupture, on
voit que, si l’on part d’une structure saine dont le champ des de´placements e´lastiques ne pre´sente pas
de singularite´ forte, la premie`re fissuration et la rupture seront brutales. Ceci suffit a` prouver que ces
propagations brutales ne sont pas exceptionnelles. C’est e´videmment le cas pour les trois proble`mes
traite´s explicitement puisque la rupture co¨ıncidait avec l’initiation.
2.5. PERSPECTIVES ET CONCLUSION 75
2.5 Perspectives et Conclusion
2.5.1 Les de´fauts a` corriger
Nous signalions dans l’introduction que notre formulation ne fonctionnait actuellement que dans
le cadre restreint de de´placements impose´s. Il est temps d’analyser pourquoi son extension directe
a` un cadre plus ge´ne´ral de chargements incluant la possibilite´ d’imposer des forces (volumiques ou
surfaciques) non nulles e´chouerait.
Supposons que les forces impose´es soient caracte´rise´es par leur travail f(v) dans tout de´placement
admissible v. L’ide´e naturelle est de remplacer alors dans notre formulation l’e´nergie e´lastique par
l’e´nergie potentielle, autrement dit de lui retrancher le travail f(u) des forces impose´es dans le
de´placement a` l’e´quilibre. Malheureusement, pour certaines valeurs de f et de l’e´tat de fissuration
Γ, l’e´quilibre peut s’ave´rer impossible, ce qui se traduit par une e´nergie potentielle “valant” −∞. Mais
alors, suivant notre principe de moindre e´nergie, la structure devrait choisir de tels e´tats de fissuration
et ne pourraient donc e´quilibrer les forces impose´es. Comme, le plus souvent, de`s que f est non nul,
on peut trouver de tels e´tats de fissuration — il suffit de couper la structure de fac¸on a` ce qu’un de
ses morceaux ne puisse plus eˆtre en e´quilibre —, la moindre force provoquerait la rupture du milieu,
ce qui est manifestement contraire a` l’expe´rience.
Pour illustrer ces propos ge´ne´raux, reconside´rons le cas d’un milieu unidimensionnel Ω = (0, L),
homoge`ne, dont l’extre´mite´ x = 0 est attache´e, son extre´mite´ x = L est soumise a` une force de traction
d’intensite´ croissante t prise comme parame`tre de temps et qui n’est pas soumis a` des forces line´iques.
On a donc ici f(v) = tv(L). Envisageons un e´tat de fissuration Γ = {x1} correspondant en une rupture
du milieu en un point x1 ∈ (0, L). L’ensemble des champs de de´placements admissibles est alors — en
prenant des conditions de contact unilate´rales :
C(Γ, t) = {v ∈ H1((0, x1) ∪ (x1, L)) | v(0) = 0, [[v]](x1) ≥ 0}.
L’e´nergie potentielle Ep(Γ, t) e´tant de´finie par
Ep(Γ, t) = inf
v∈C(Γ,t)
{∫ x1
0
E
2
v′(x)2 dx+
∫ L
x1
E
2
v′(x)2 dx− tv(L)
}
,
il n’est pas difficile de voir, en conside´rant la suite vn de de´placements admissibles suivante
vn(x) =
{
0 si 0 ≤ x < x1
n si x1 < x ≤ L
,
que Ep(Γ, t) = −∞ de`s lors que t > 0. Cela tient e´videmment au fait que le morceau (x1, L) ne peut
plus eˆtre en e´quilibre. Comme en contrepartie cette fracture ne couˆte que l’e´nergie de surface k, le
milieu aurait inte´reˆt a` casser de`s la mise en traction. Le lecteur est invite´ a` faire le meˆme raisonnement
dans le cas de forces line´iques impose´es — pesanteur par exemple —, la conclusion est identique (si le
milieu est en tension).
En admettant — mais il n’est pas difficile de s’en convaincre — que ce phe´nome`ne persiste en
dimension quelconque, notre formulation souffre d’un mal se´rieux que l’on ne saurait passer sous
silence et une question essentielle se pose : Peut-on adapter ou “assouplir” notre formulation pour
pouvoir traiter n’importe quel type de chargement ? Voici quelques reme`des possibles :
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– Ne pas imposer l’intensite´ des forces. Conside´rons le cas de forces surfaciques sur ∂Ω que l’on se
donne a` un facteur multiplicatif pre`s : F (x, t) = λ(t)F0(x), F0 e´tant donne´ mais pas λ(t). Cela
revient a` se donner la re´partition relative des forces, mais pas leur intensite´. En contrepartie
donnons-nous la valeur du travail de F0, par exemple
∫
∂Ω F0(x) · v(x) dHN−1(x) = t, relation
qui devient alors une condition d’admissibilite´ des de´placements. L’e´quilibre est alors toujours
possible, quel que soit l’e´tat de fissuration du milieu : le de´placement a` l’e´quilibre est celui, parmi
les champs admissibles, qui minimise l’e´nergie e´lastique du milieu fissure´. Si le milieu se casse en
plusieurs morceaux a` partir d’un instant tr, on trouvera simplement λ(t) = 0 pour t > tr, ce qui
revient a` “relaˆcher” les forces apre`s rupture. Notre formulation peut parfaitement fonctionner
dans ce cadre. Mais il peut paraˆıtre encore trop restrictif.
– Remplacer les minima absolus par des minima relatifs. L’hypothe`se (trop ?) forte que nous avons
adopte´e consiste a` de´cre´ter que le milieu ira chercher le ou les e´tats de fissuration conduisant
au niveau d’e´nergie le plus bas du milieu, et ce meˆme si cet e´tat est “fort e´loigne´” des e´tats de
fissuration ante´rieurs. Bon nombre de re´sultats — bons et mauvais — que nous avons obtenus ne
valent que sous cette condition : ainsi, c’est parce qu’on autorise des fissurations brutales que l’on
arrive a` rendre compte de l’apparition de la fissuration dans un milieu sain sans singularite´ forte.
Une hypothe`se moindre consisterait a` autoriser les e´tats de fissuration correspondant seulement a`
des minima “locaux” de l’e´nergie du milieu, ce qui ne´cessiterait une de´finition pre´alable pre´cise de
cette notion de voisinage d’e´tat de fissuration. Le risque est alors de trouver “trop” de solutions :
en l’absence de singularite´ forte, le milieu sain pourrait s’ave´rer stable — i.e. correspondant a`
un minimum local — et l’on ne saurait toujours pas rendre compte de l’amorc¸age.
– Introduire de la dynamique. Le deuxie`me pilier de notre formulation — mais qui va de pair avec
le pre´ce´dent — est le cadre tre`s e´largi dans lequel on cherche les e´volutions de la fissuration. On
peut nous re´torquer qu’envisager des propagations brutales de la fissuration tout en restant en
quasi-statique est un non-sens et qu’il faut ne´cessairement passer par une formulation dynamique.
Peut-eˆtre, mais laquelle ? Cela re´soudra-t-il la question de l’amorc¸age pour autant ?
– Changer la forme de l’e´nergie. Notre troisie`me grande hypothe`se concerne le choix des e´nergies :
e´nergie purement e´lastique pour le mate´riau, e´nergie de surface proportionnelle a` leur aire pour
les fissures. Il est toujours possible d’en envisager d’autres et d’introduire des comportements
ine´lastiques pour le mate´riau ou de prendre des formes d’e´nergie de surface faisant intervenir la
valeur du saut des de´placements. Notre formulation — du moins celle en temps discret — le
permet et certains re´sultats s’en trouveront change´s. Encore faut-il que ces choix aient une base
physique claire ?
2.5.2 Les de´veloppements envisage´s
Meˆme si l’on conserve la formulation sous sa forme actuelle, plusieurs de´veloppements sont sou-
haitables. Les premiers concernent son e´tude mathe´matique se´rieuse — par opposition a` ce qui est
fait ici —, les deuxie`mes son traitement nume´rique et enfin les troisie`mes son application a` l’e´tude de
divers proble`mes de fissuration.
– Le bon cadre mathe´matique. Le lecteur tre`s a` cheval sur les questions d’existence et le sens
mathe´matique des objets manipule´s et des proble`mes traite´s n’aura pas manque´ de noter les
faiblesses de ce texte a` maintes reprises. On a en particulier parle´ de re´gularite´ spatiale des
fissures de fac¸on a` pouvoir utiliser les re´sultats classiques de l’e´lasticite´ line´aire. Cette notion de
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re´gularite´ demanderait e´videmment a` eˆtre pre´cise´e. De meˆme, il est tout a` fait le´gitime de se
demander si les proble`mes d’e´volution introduits — que ce soit celui en temps discret ou celui en
temps continu — posse`dent des solutions — au moins une, mais pas trop — et dans quel cadre.
Les exemples traite´s dans la section 2.3 nous font espe´rer que ces proble`mes sont “bien pose´s” et
que l’issue devrait eˆtre favorable une fois que le bon cadre fonctionnel relatif a` la re´gularite´ aura
e´te´ trouve´. Notre proble`me ressemble a` un proble`me rencontre´ en segmentation d’images, cf. [40],
et de nombreux re´sultats existent dans la litte´rature dans ce contexte, cf. par exemple [14] ou [3].
Ils ne sont malheureusement pas transposables directement a` nos proble`mes de rupture parce
qu’ils sont e´tablis dans un cadre scalaire et non vectoriel, que l’irre´versibilite´ de la fissuration (ou
des surfaces de discontinuite´s) n’y est pas prise en compte et que la fissuration au bord n’y est
pas envisage´e. Dans le cadre qui nous inte´resse, on peut trouver quelques e´le´ments de re´ponse
et des premiers re´sultats dans [20]. Mais beaucoup reste a` faire.
– Le nume´rique. En dehors de quelques cas tre`s particuliers tels que ceux traite´s dans la section 2.3,
on ne pourra espe´rer re´soudre exactement le proble`me d’e´volution et le recours a` des me´thodes
nume´riques d’approximation s’ave´rera ne´cessaire. Le nume´ricien aura tout de suite note´ que
l’on rencontrera des difficulte´s se´rieuses si l’on essaie de traiter directement le proble`me sous
sa forme actuelle du fait de la discontinuite´ des de´placements sur des surfaces inconnues et a
priori arbitraires. En adoptant la de´marche suivie en segmentation d’image, cf. [4], l’ide´e consiste
a` re´gulariser la fonctionnelle en remplac¸ant les fissures par des zones endommage´es de fac¸on a`
pouvoir travailler avec des champs continus. La mise en œuvre de cette me´thode d’approximation
est en cours, sa pre´sentation et les premiers re´sultats nume´riques obtenus feront l’objet d’une
prochaine publication.
– Les applications. Comme applications possibles de notre formulation de la rupture nous voyons
en particulier les suivantes :
1. Le crite`re de bifurcation. Comme nous n’imposons aucune restriction quant au trajet spatial
des fissures, il se pourra que notre formulation pre´dise dans certains cas un trajet non
re´gulier avec discontinuite´ de la tangente. Il sera alors bon de comparer nos re´sultats avec
ceux pre´dits par les diffe´rents crite`res de bifurcation introduits dans la litte´rature.
2. De´cohe´sion et de´laminage. Les phe´nome`nes de de´cohe´sion et de de´laminage dans les com-
posites (fragiles) peuvent eˆtre traite´s avec notre formulation sans lui apporter la moindre
modification, mais en particularisant simplement la re´partition de la te´nacite´ dans le milieu,
i.e. la fonction (x, n) 7→ k(x, n). Ainsi par exemple, si l’on conside`re que les interfaces I
sont beaucoup plus fragiles que les mate´riaux, on posera
k(x, n) =
{
k0, si x ∈ I
∞, si x ∈ Ω¯\I ,
et le proble`me se rame`nera a` chercher les parties de I ou` la de´cohe´sion aura lieu en suivant
notre principe de moindre e´nergie.
3. Rupture et endommagement. En appliquant notre loi de fissuration a` un milieu composite
fragile, il se pourra qu’une phase de l’e´volution de la fissuration correspondra a` un re´seau
de “microfissures” de tailles comparables avec celle de la microstructure et on pourra parler
alors d’endommagement. Autrement dit, en partant d’un mode`le de rupture on aboutirait
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a` un mode`le d’endommagement, ce qui constituerait un joli contre-pied a` la de´marche
traditionnelle.
2.5.3 Conclusion
La formulation propose´e, bien qu’elle pre´sente de nombreux avantages, comporte (au moins) un
de´faut trop important pour pouvoir pre´tendre supplanter d’ores et de´ja` la the´orie de Griffith.
Nous espe´rons au moins que notre tentative aura montre´ que la the´orie en vigueur ne peut eˆtre
conserve´e en l’e´tat et qu’on peut s’y attaquer tout en restant dans le cadre de la Me´canique de
la Rupture Fragile. Si en plus elle pouvait servir de point de de´part a` une the´orie plus e´labore´e,
nous serions comble´s.
Chapitre 3
Amorc¸age de la de´cohe´sion dans l’essai
d’arrachement.
Re´sume´.
En revisitant la formulation classique de la me´canique de la rupture, l’e´tude de la de´cohe´sion dans
les mate´riaux composites est mode´lise´e par un principe de moindre e´nergie. Nous nous inte´ressons a`
l’essai d’arrachement. En conside´rant une poutre cylindrique arme´e, caracte´rise´e par ǫ rapport de son
rayon sur sa longueur, une e´tude e´nerge´tique, tenant compte des effets de bords a` l’interface, montre
que la de´cohe´sion s’initie brutalement sur une longueur d’ordre
√
ǫ.
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3.1 Application de la the´orie de Griffith e´tendue a` la de´cohe´sion.
La the´orie classique de la me´canique de la rupture fragile, base´e sur le crite`re de Griffith et
la notion de taux de restitution d’e´nergie critique, est inapte a` pre´dire elle seule tant l’initiation que
l’e´volution spatio-temporelle arbitraire de la fissuration. Tout en restant dans le cadre des milieux
e´lastiques, G.A. Francfort et J.-J. Marigo (cf. [22]) proposent une nouvelle formulation, qui, dans le
but de combler ces lacunes, se doit de s’affranchir des hypothe`ses classiques d’existence d’une fissure
initiale et de propagation suivant des trajets pre´de´finis. Ainsi, renonc¸ant (partiellement) au crite`re
de Griffith, cette formulation reprend en fait la notion originale d’e´nergie de surface associe´e a` un
e´tat fissure´. Contrairement au cadre classique de la rupture, les auteurs envisagent ici des fissures
en nombre et de formes arbitraires, et proposent de chercher, a` un niveau de chargement U donne´
et parmi tous les e´tats de fissuration possibles, celui ayant la moindre e´nergie, l’e´nergie d’un milieu
dans un e´tat de fissuration donne´ incluant son e´nergie de surface et son e´nergie e´lastique a` l’e´quilibre,
respectivement :
Es(Γ) =
∫
Γ
k(x) dHN−1(x) et Ed(Γ, U) = min
v∈C(Γ,U)
∫
Ω\Γ
1
2
A(x)ǫ(v)(x)ǫ(v)(x) dx
La fonction k(x) repre´sente la te´nacite´ au point x, et C(Γ, U) de´signe l’espace des de´placements
admissibles de la structure Ω Γ-fissure´e. Graˆce a` cette nouvelle formulation, des proprie´te´s ge´ne´rales
de l’e´volution de la fissuration ont pu eˆtre e´tablies, pre´cise´ment la` ou` la the´orie classique n’apportait
aucune solution : initiation de fissure(s), suivi des propagations stables et instables, roˆle des singularite´s
dans le caracte`re progressif ou brutal de cette e´volution, fissuration jusqu’a` rupture,. . . Le lecteur se
re´fe´rera a` [22] pour une description de´taille´e du mode`le pre´sente´.
Un autre inte´reˆt majeur que pre´sente le mode`le est de pouvoir traiter les phe´nome`nes de de´cohe´sion
ou de de´laminage dans les composites. Il suffit en fait de particulariser la re´partition de la te´nacite´ k(x)
dans le milieu. En particulier, si on veut se restreindre a` l’e´tude des fissures localise´es aux interfaces
I, en supposant que celles-ci sont beaucoup plus fragiles que les mate´riaux utilise´s, il suffit de poser
k(x) = k0 pour x ∈ I et k(x) = ∞ pour x ∈ Ω¯\I, la formulation du proble`me demeure inchange´e, la
de´cohe´sion des interfaces e´voluant de fac¸on a` minimiser l’e´nergie. On l’illustre dans la suite de la Note
sur le proble`me mode`le de l’essai d’arrachement d’une armature dans une poutre.
3.2 L’essai d’arrachement.
On conside`re une poutre droite de longueur L, de section circulaire de rayon R contenant une
armature centre´e de rayon Rf . On utilise un syste`me de coordonne´es cylindriques sans dimension
(r, θ, z) relie´ au syste`me habituel (r¯, θ, z¯) par r = r¯/R, z = z¯/L. On note alors S et Ω = S×(0, 1) la
section et le domaine de re´fe´rence, Sf et Vf = R
2
f/R
2 la section et la fraction volumique de l’armature,
Sm et Vm celles de la matrice. Fibre et matrice sont line´airement e´lastiques, homoge`nes, isotropes, de
modules d’Young respectifs Ef et Em. Elles sont en contact parfait avant chargement. On suppose
en outre que leurs coefficients de Poisson sont e´gaux (νf = νm), ce pour simplifier les calculs et les
expressions.
La poutre est encastre´e sur sa section S×{1}, tandis que l’on tire sur l’extre´mite´ Sf×{0} de la fibre
en lui imposant un de´placement longitudinal −tL, t croissant depuis 0 jouant le roˆle de parame`tre
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de chargement. Les forces volumiques sont nulles, la surface late´rale et l’extre´mite´ Sm×{0} de la
matrice sont libres. Du fait de l’axisyme´trie du proble`me, la de´cohe´sion de l’interface est repe´re´e par
la fonction caracte´ristique χ, de´finie sur [0, 1], prenant la valeur 0 pour les valeurs z de la cote des
sections ou` l’adhe´sion fibre-matrice reste parfaite et 1 sinon. On suppose en outre qu’aux endroits ou`
il y a de´cohe´sion, fibre et matrice ne sont plus en contact.
Le rapport ǫ = Rm/L, inverse de l’e´lancement, e´tant conside´re´ comme un petit parame`tre, l’objectif
est de construire une solution approche´e du proble`me de de´cohe´sion via des me´thodes asymptotiques.
Moyennant une adimensionnalisation des de´placements, l’e´nergie de la poutre dans un e´tat de fissu-
ration caracte´rise´e par χ et soumise au chargement t s’e´crit
E = 2πR2L(t2Wǫ(χ) + κℓ(χ)) (3.1)
ou` κ est une quantite´ caracte´ristique de la structure, ℓ(χ) (proportionnel a` la longueur d’interface
de´colle´e) est l’e´nergie de surface adimensionnalise´e et Wǫ(χ) est l’e´nergie e´lastique adimensionnalise´e.
De fac¸on explicite,
κ =
k0Rf
R2
, ℓ(χ) =
∫ 1
0
χ(z) dz, Wǫ(χ) = min
v∈C(χ)
{
1
ǫ4
aT (χ;v) +
2
ǫ2
aC(χ;v) + aL(χ;v)
}
,
(3.2)
ou` aT (χ;v), aC(χ;v), aL(χ;v) sont respectivement les e´nergies de de´formation transversale, de cou-
plage et de distorsion, et de de´formation longitudinale, i.e. en notant Ωχ = Ω\{x = (r, θ, z) ∈ I/χ(z) = 1} :
aT (χ;v) =
1
4π
∫
Ωχ
{
(λ+ 2µ)
(
ε2rr(v) + ε
2
θθ(v)
)
+ 2λ εrr(v) εθθ(v)
}
dx
aC(χ;v) =
1
4π
∫
Ωχ
{
λ εrr(v) εzz(v) + 2µ ε
2
rz(v)
}
dx ; aL(χ;v) =
1
4π
∫
Ωχ
(λ+ 2µ) ε2zz(v) dx.
Le proble`me d’e´volution de la de´cohe´sion consiste alors a` trouver, a` chaque “instant” t, la fonction
χǫ(t) minimisant t2Wǫ(χ)+κℓ(χ). La principale difficulte´ tient e´videmment en l’estimation de l’e´nergie
e´lastique.
3.2.1 L’approximation poutre 1D
En ne´gligeant dans un premier temps les couches limites, la me´thode asymptotique fournit
comme premie`re approximation de l’e´nergie e´lastique celle correspondant a` la the´orie unidimension-
nelle classique des poutres, a` savoir
Wǫ(χ) ≃W0(χ) = min
(vf ,vm)∈C0(χ)
{
1
2
∫ 1
0
(
EfVf v
′
f (z)
2 + EmVm v
′
m(z)
2
)
dz
}
(3.3)
avec C0(χ) =
{
(vf , vm) ∈ H1(0, 1)2 / vf (1) = vm(1) = 0 , vf (0) = −1 , (1− χ)(vf − vm) = 0
}
. Le pro-
ble`me de minimisation en χ se re´sout alors simplement et l’optimum, note´ χ0(t), est donne´ par :
χ0(t) = 0 si t ≤ t0e, χ0(t)(z) =
{
1 si 0 < z < ℓ(t)
0 si ℓ(t) < z < 1
si t0e < t < t
0
r , χ
0(t) = 1 si t ≥ t0r, (3.4)
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t0e =
√
2κEfVf
EmVm(EfVf + EmVm)
, t0r =
√
2κ(EfVf + EmVm)
EmVmEfVf
, ℓ(t) =
t− t0e
t0r − t0e
. (3.5)
Autrement dit, la de´cohe´sion s’initie a` l’extre´mite´ ou` l’on tire a` l’“instant” t0e, puis se propage pro-
gressivement jusqu’a` l’autre extre´mite´ qu’elle atteint a` l’“instant” t0r.
3.2.2 Amorc¸age et couches limites.
L’approximation pre´ce´dente, qui fournit une e´volution re´gulie`re de la de´cohe´sion depuis l’extre´mite´,
est en fait non conforme aux re´sultats obtenus par G.A. Francfort et J.-J. Marigo en ce qui concerne
l’amorc¸age. En effet, il est montre´ dans [22] que, du fait de l’absence de singularite´ forte dans la so-
lution du proble`me e´lastique pose´ sur la poutre saine, l’amorc¸age de la de´cohe´sion est ne´cessairement
brutal, une fissure de longueur finie ℓǫe devant apparaˆıtre a` un instant fini t
ǫ
e. La contradiction tient a`
l’approximation faite qui ne tient pas compte des couches limites. Il faut donc affiner l’approximation
de l’e´nergie e´lastique. Toutefois l’analyse pre´ce´dente sugge`re de n’envisager que des de´cohe´sions pro-
gressant depuis l’extre´mite´. En notant χℓ la fonction caracte´ristique de l’intervalle [0, ℓ], 0 ≤ ℓ ≤ 1, il
s’agit donc de minimiser, a` chaque instant t, t2Wǫ(χℓ)+κℓ. Le re´sultat de´pend de fac¸on essentielle de
la convexite´ de W¯ǫ : ℓ 7→ Wǫ(χℓ). Or, l’absence de singularite´ forte quand ℓ = 0 fait que W¯ ′ǫ(0) = 0,
et, comme W¯ǫ est de´croissante, elle est ne´cessairement concave au voisinage de ℓ = 0. En conse´quence,
en s’appuyant sur la convexifie´e W¯ ∗∗ǫ de W¯ǫ, il est facile de montrer que ℓ
ǫ
e et t
ǫ
e ve´rifient :
tǫe
2W¯ ′ǫ(ℓ
ǫ
e) + κ = 0, W¯ǫ(ℓ
ǫ
e)− W¯ǫ(0) = ℓǫeW¯ ′ǫ(ℓǫe), (3.6)
la premie`re relation correspondant au crite`re de Griffith, la seconde se de´duisant de la condition de
saut lors d’une fissuration brutale, cf. [22]. Pour tirer de (3.62) une approximation non triviale de ℓ
ǫ
e,
il faut obtenir une estimation plus fine de W¯ǫ(ℓ) pour des ℓ petits. C’est la` qu’intervient la prise en
compte des couches limites. En utilisant la me´thode des de´veloppements asymptotiques raccorde´s et
en s’appuyant sur [33] et [1], on obtient les approximations suivantes de l’e´nergie e´lastique suivant
l’ordre de grandeur de la longueur de´colle´e :
Si ℓ≪ ǫ : W¯ǫ(ℓ) = W¯0(0)(1 − ǫK0 − Cℓ2α + · · · ) (3.7)
Si ℓ ∼ ǫ : W¯ǫ(ℓ) = W¯0(0)(1 − ǫK(ℓ
ǫ
) + · · · ) (3.8)
Si ℓ≫ ǫ : W¯ǫ(ℓ) = W¯0(ℓ)(1 − ǫK∞ + · · · ) (3.9)
ou` K0 et K∞ sont des constantes, alors que K(λ) est une fonction croissante de λ telle que
lim
λ→0
K(λ) = K0, K(λ) = λ
EmVm
EfVf
+K∞ + o(1) lorsque λ→∞, (3.10)
et que W¯0(ℓ) ≡W0(χℓ) se calcule facilement a` partir de (3.3) :
2W¯0(ℓ) =
(EfVf + EmVm)EfVf
EfVf + ℓEmVm
(3.11)
Le terme en K0 dans (3.7) traduit la couche limite en S×{0} pour une poutre 3D saine, couche
limite qui est due au fait que dans l’approximation poutre 1D la contrainte σzz ne ve´rifie pas la
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condition de bord libre sur Sm×{0}. Le terme en ℓ2α provient de la singularite´ en r = Rf/R, z = 0
des contraintes dans le proble`me d’e´lasticite´ 3D pour la poutre saine, cf. [33]. Comme cette singularite´
est faible, α > 1/2, W¯ǫ est concave au voisinage de 0. Le terme en K∞ dans (3.9) traduit la couche
limite en S×{ℓ} pour une poutre de´colle´e sur une longueur finie ℓ, 0 < ℓ < 1, couche limite qui est due
au fait que dans l’approximation poutre la contrainte σzz dans la matrice n’est pas continue en z = ℓ.
Il s’ave`re que cette couche limite est inde´pendante de ℓ. Il s’ave`re aussi qu’il n’y a plus dans ce cas de
couche limite en z = 0, d’ou` l’absence du terme en K0 dans (3.9). Enfin, lorsque la de´cohe´sion a lieu
sur une longueur de l’ordre de grandeur du rayon de la poutre, il y a une couche limite au voisinage
de z = 0 englobant la zone de´colle´e, toujours en raison du non respect de la condition de bord libre
sur Sm×{0} par l’approximation poutre. Le vrai champ 3D devant en plus ve´rifier la condition de
bord libre sur les le`vres de´colle´es, le correcteur de couche limite de´pend de la longueur de´colle´e, d’ou`
la pre´sence de la fonction K(λ) dans (3.8).
Comme W¯0 est convexe et que W¯ǫ est concave au voisinage de 0, on de´duit de (3.62) que ℓ
ǫ
e est
ne´cessairement petit devant 1 et d’un ordre au moins e´gal a` ǫ. Son ordre de grandeur de´pend en fait
de la convexite´ de la fonction K. Envisageons deux cas.
1. K est convexe. La convexite´ de K interdit alors toute solution d’ordre ǫ a` (3.62). De ce fait,
en utilisant (3.9) et en de´veloppant (3.62), on montre facilement que ℓ
ǫ
e est de l’ordre de
√
ǫ :
ℓǫe
2 ≈ 2ǫ(K0 −K∞)
(
EfVf
EmVm
)2
. (3.12)
Il est a` noter que cette valeur est inde´pendante de la te´nacite´ k0 de l’interface et ne de´pend
que des rapports des modules d’Young, de la fraction volumique de l’armature et du coefficient
de Poisson. En injectant ce re´sultat dans (3.61) on en de´duit que l’instant d’amorc¸age t
ǫ
e vaut
approximativement
√
−κ/W¯ ′0(0) — lui de´pend bien de la te´nacite´ k0 de l’interface — qui cor-
respond exactement a` la valeur t0e fournie par l’approximation 1D. Apre`s cet amorc¸age brutal,
la de´cohe´sion progresse approximativement comme le pre´voit l’approche 1D.
2. K est convexe puis concave, K∞ >K0. Si K
′′ > 0 dans un voisinage de 0, ne´gative apre`s et
si K∞ > K0, on montre que (3.62) posse`de une unique solution et qu’elle est d’ordre ǫ. D’ou` :
ℓǫe ≈ ǫℓe avec K(ℓe)−K0 = ℓeK ′(ℓe). (3.13)
Ici aussi, la longueur d’amorc¸age est inde´pendante de la te´nacite´ k0 de l’interface. En reportant
dans (3.61) on en de´duit que l’instant d’amorc¸age t
ǫ
e vaut approximativement te =
√
κ/K ′(ℓe) et
est donc infe´rieur a` l’instant d’amorc¸age t0e pre´vu par l’approche 1D. En re´solvant le proble`me
d’e´volution, on montre en fait que, apre`s son amorc¸age brutal a` l’instant te, la de´cohe´sion croˆıt
lentement en restant de l’ordre de ǫ jusqu’a` l’instant t0e, apre`s quoi elle devient d’ordre 1 (ma-
croscopique diraient certains) et progresse comme le pre´voit l’approche 1D.
3.2.3 De´termination de la longueur d’amorc¸age.
En pratique, la de´termination de K(λ), et donc la distinction des diffe´rents cas, ne peut se faire
que nume´riquement. Il s’agit de re´soudre un proble`me d’e´lasticite´ pose´ sur une bande semi-infinie
correspondant a` un grossissement de la poutre au voisinage de la section S × {0}. Les parame`tres du
proble`me sont, outre les coefficients d’e´lasticite´ des mate´riaux, la fraction volumique de l’armature
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et la longueur λ de de´cohe´sion. Dans tous les cas e´tudie´s, on a constate´ nume´riquement que K e´tait
convexe et donc que la longueur d’amorc¸age est de l’ordre de
√
ǫ, cf. (3.12). Sa de´termination passe
par le calcul des constantes K0 et K∞. Le tableau suivant donne quelques valeurs calcule´es de l
ǫ
e/
√
ǫ
pour diffe´rentes valeurs de la fraction volumique de renfort (Em/Ef = 0.1), et diffe´rents rapports des
modules d’Young Em/Ef (Vf = 0.25), alors que νf = νm = 0.2.
lǫe/
√
ǫ 4.49 3.18 2.02 1.44 1.02 0.63 0.48 0.42
Em/Ef 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 0.8 1
lǫe/
√
ǫ 0.62 0.94 1.23 1.46 1.63 1.70 1.58 1.05
Vf 0.04 0.09 0.16 0.25 0.36 0.49 0.64 0.81
Tableau 1. Valeurs de lǫe/
√
ǫ en fonction de Vf et Ef/Em.
Table 1. Values of lǫe/
√
ǫ versus Vf and Ef/Em.
3.3 Remarques finales
- Les re´sultats ont e´te´ obtenus sans tenir compte de l’effet de bord pre`s de l’encastrement, mais il
s’ave`re qu’il ne joue un roˆle que dans la phase ultime de de´cohe´sion, i.e. quand ℓ est voisin de 1.
- Les re´sultats restent qualitativement identiques, mais les expressions se compliquent sensiblement
lorsque l’on ne suppose plus que l’armature et la matrice ont le meˆme coefficient de Poisson.
- Le lecteur n’aura pas manque´ de noter que l’e´tude fine de l’amorc¸age de la de´cohe´sion exige de
renoncer a` la fois aux the´ories classiques de la rupture et des poutres.
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